Matematyka

Matematyka jest nauka, ktora stanowi istotne wsparcie dla innych dziedzin, zwlaszcza dla nauk
przyrodniczych 1 informatycznych. Nauczanie matematyki w szkole opiera si¢ na trzech
fundamentach: nauce rozumowania matematycznego, ksztatceniu sprawnosci rachunkowej 1
przekazywaniu wiedzy o wlasciwosciach obiektow matematycznych.

Rozumowanie matematyczne to umiej¢tnos¢ poszukiwania rozwigzania danego zagadnienia.
Dobrze ksztatlcona rozwija zdolno$¢ myslenia konstruktywnego, premiuje postgpowanie
nieschematyczne 1 tworcze. Ponadto rozumowanie matematyczne narzuca pewien rygor
Scistosci: dowod matematyczny musi by¢ poprawny. Dobre opanowanie umiejetnosci
rozumowania matematycznego utatwia w zyciu codziennym odrdznianie prawdy od fatszu.

Sprawno$¢ rachunkowa jest niezwykle waznym elementem nauczania matematyki, nawet
obecnie, kiedy wiele rachunkéw wykonuje si¢ za pomoca sprzgtu elektronicznego. Waznym
celem ¢wiczenia sprawnos$ci rachunkowej jest ksztattowanie wyobrazenia o wielkosciach liczb,
a w konsekwencji doskonalenie umiejgtnosci precyzyjnego szacowania wynikow. Takie
wyobrazenie ulatwia codzienne zycie, na przyktad planowanie budzetu domowego.

Wiedza o wlasciwosciach obiektow matematycznych pozwala na swobodne operowanie nimi i
stosowanie obiektow matematycznych do opisu badZ modelowania zjawisk obserwowanych w
rzeczywisto$ci. Wtasciwosci matematyczne modeli przektadaja si¢ czgsto na konkretne
wlasciwos$ci obiektow rzeczywistych.

MATEMATYKA

Cele ksztalcenia — wymagania ogodlne

I. Sprawno$¢ rachunkowa.

Wykonywanie obliczen na liczbach rzeczywistych, takze przy uzyciu kalkulatora, stosowanie
praw dzialan matematycznych przy przeksztalcaniu wyrazen algebraicznych oraz
wykorzystywanie tych umiejetnosci przy rozwigzywaniu probleméw w kontekstach
rzeczywistych i teoretycznych.

II. Wykorzystanie i tworzenie informacji.

1. Interpretowanie i operowanie informacjami przedstawionymi w teks§cie zaro6wno
matematycznym, jak i popularnonaukowym, a takze w formie wykresow, diagramow,
tabel.

2. Uzywanie jezyka matematycznego do tworzenia tekstoéw matematycznych, w tym do
opisu prowadzonych rozumowan i uzasadniania wnioskow, a takze do przedstawiania
danych.

III. Wykorzystanie i interpretowanie reprezentacji.



1. Stosowanie obiektow matematycznych i1 operowanie nimi, interpretowanie pojec
matematycznych.

2. Dobieranie i tworzenie modeli matematycznych przy rozwigzywaniu problemow
praktycznych i teoretycznych.

3. Tworzenie pomocniczych obiektéw matematycznych na podstawie istniejacych, w celu
przeprowadzenia argumentacji lub rozwigzania problemu.

4. Wskazywanie konieczno$ci lub mozliwosci modyfikacji modelu matematycznego w
przypadkach wymagajacych specjalnych zastrzezen, dodatkowych zatozen, rozwazenia
szczegOlnych uwarunkowan.

IV.  Rozumowanie i argumentacja.

1. Przeprowadzanie rozumowan, takze kilkuetapowych, podawanie argumentow
uzasadniajacych poprawno$¢ rozumowania, odréznianie dowodu od przyktadu.

2. Dostrzeganie regularnosci, podobienstw oraz analogii, formulowanie wnioskéw na ich
podstawie i uzasadnianie ich poprawnosci.

3. Dobieranie argumentéw do uzasadnienia poprawnosci rozwigzywania problemow,
tworzenie ciggu argumentow gwarantujacych poprawnos$¢ rozwigzania i skuteczno$¢ w
poszukiwaniu rozwigzan zagadnienia.

4. Stosowanie 1 tworzenie strategii przy rozwigzywaniu zadan, réwniez w sytuacjach
nietypowych.

Tresci nauczania — wymagania szczegélowe

I. Liczby rzeczywiste. Uczen:

1) wykonuje dziatania (dodawanie, odejmowanie, mnozenie, dzielenie,
potegowanie, pierwiastkowanie, logarytmowanie) w  zbiorze liczb
rzeczywistych;

2) przeprowadza proste dowody dotyczace podzielnosci liczb catkowitych i reszt z
dzielenia, np. nie-tradniejsze-niz:

a) dowdd podzielnosci przez 24 iloczynu czterech kolejnych liczb naturalnych,
b) dowod wiasnosci: jesli liczba przy dzieleniu przez 5 daje reszte 3, to jej
trzecia potgga przy dzieleniu przez 5 daje reszte 2;

3) stosuje zwiazek pierwiastkowania z potggowaniem oraz prawa dziatan na
potegach i pierwiastkach;

4) stosuje whasnesetr monotonicznoscet potegowania, w szczegolnosci wiasnosci:
jesli x<y oraz a>1,t0 a* <a’,zasgdy x<y 1 0<a<l,to a* >a’;

5) stosuje interpretacje geometryczng 1 algebraiczng wartosci bezwzgledne;,

x—2|<3, x+3|24;

rozwigzuje rownania i nierownosci typu: |x + 4| =5,

6) stosuje zwigzek logarytmowania z potegowaniem, postuguje si¢ wzorami na
logarytm iloczynu, logarytm ilorazu i logarytm potegi.

II. Wyrazenia algebraiczne. Uczen:

1) stosuje wzory skroconego mnozenia: (a —i-b)3 ,(a —b)3 ,a'—b,a"-b";



2) dodaje, odejmuje i mnozy wielomiany jednej 1 wielu zmiennych;

3) rozklada wielomiany na czynniki metoda wylaczania wspolnego czynnika przed
nawias oraz metoda grupowania wyrazow-w-przypadkach-nie-trudniejszyehniz
rozklad-wielomianu- I (x) = 22" —\3x" +4x 243 ;

4) znajduje pierwiastki calkowite wielomianu o wspotczynnikach catkowitych;

6) mnozy i dzieli wyrazenia wymierne;

7) dodaje 1 odejmuje wyrazenia wymierne, np.: w—przypadkach-nte-trudniejszyeh
1 1 1 1 1 x+1 N x—1
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[II. Roéwnania. Uczen:
1) rozwigzuje rownania wiclomianowe, ktére daja si¢ doprowadzi¢ do rownania
kwadratowego, w szczegdlnosci rownania dwukwadratowe;

2) rozwiazuje rdéwnania wielomianowe postaci W(x) =0 dla wielomianow
doprowadzonych do postaci iloczynowej lub takich, ktére daja si¢ doprowadzi¢

do postaci iloczynowej metoda wylaczania wspolnego czynnika przed nawias
lub metoda grupowania;

V(x)
W (x)

3) rozwigzuje réwnania wymierne postaci =0, gdy wielomiany V(x) 1

W(x) s zapisane w postaci iloczynowe;.

IV. Uktady rownan. Uczen:
1) stosuje uktady rownan do rozwigzywania zadan tekstowych;

) |ax+by=e ax+by=e
’ X+ t+ex+dy=f y=cx’ +dx+ f.
V. Funkcje. Uczen:
1) odczytuje 1 interpretuje wartosci funkcji, okreslonych za pomocg tabel,

wykresoOw, wzordéw itp., rowniez w sytuacjach wielokrotnego uzycia tego
samego zrodia informacji lub kilku zrédet jednoczesnie;

2) wykorzystuje wasnosci funkcji liniowej, kwadratowej i funkcji f (x) -2 do
x

rozwigzywania zadan, rowniez w zastosowaniach praktycznych;
3) postuguje si¢ funkcjami wykladniczg i logarytmiczng, w tym ich wykresami do
opisu i interpretacji zagadnien zwigzanych z zastosowaniami praktycznymi.

VI. Ciagi. Uczen:
1) oblicza wyrazy ciggu okreslonego wzorem ogdélnym;



3)
4)
5)
6)

7)

oblicza poczatkowe wyrazy ciggow okreslonych rekurencyjnie—jak—w
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w prostych przypadkach bada, czy ciag jest rosnacy, czy malejacy;

sprawdza, czy dany ciag jest arytmetyczny, czy geometryczny;

stosuje wzdér na n-ty wyraz i na sum¢ n poczatkowych wyrazéw ciagu
arytmetycznego;

stosuje wzor na n-ty wyraz i na sume¢ n poczatkowych wyrazéw ciagu
geometrycznego;

wykorzystuje wlasnosci ciggéw, w tym arytmetycznych i geometrycznych do
rozwigzywania zadan, rowniez osadzonych w kontekscie praktycznym.

VII. Trygonometria. Uczen:

1)

2)

3)

4)

wykorzystuje definicj¢ funkcji: sinus, cosinus i tangens dla katow od 0°do
180°;

sina

korzysta z wzoréw sin’ o +cos’ a =1, tga = ;
cosa

stosuje twierdzenia sinuséw 1 cosinusOw oraz wzdor na pole trojkata

1
P=—-a-b-siny;
> 4

oblicza katy trojkata 1 dlugosci jego bokéw przy odpowiednich danych
(rozwiazuje trojkaty).

VIII. Planimetria. Uczen:

)]

2)

3)
4)

5)

wyznacza promienie i1 $rednice okregdéw, dlugosci cigciw okregéw oraz
odcinkow stycznych, w tym z wykorzystaniem twierdzenia Pitagorasa;
rozpoznaje trojkaty ostrokatne, prostokatne i rozwartokatne przy danych
dhugosciach bokow (stosuje m.in. twierdzenie cosinuséw), stosuje twierdzenie:
w trojkacie naprzeciw wiekszego kata wewnetrznego lezy dtuzszy bok;

stosuje twierdzenia: Talesa, odwrotne do twierdzenia Talesa, o dwusiecznej kata
oraz o kacie miedzy styczng a cigciwa;

stosuje funkcje trygonometryczne do wyznaczania dilugosci odcinkow w
figurach plaskich oraz obliczania pdl figur;

przeprowadza dowody geometryczne.

IX. Geometria analityczna na ptaszczyznie kartezjanskiej. Uczen:

1)

postuguje sie¢ rownaniami prostych na ptaszczyznie, w postaci ogdlnej, w tym
wyznacza rownanie prostej o zadanych wtasno$ciach (przechodzenie przez dwa
dane punkty, znany wspotczynnik kierunkowy, réwnolegtos¢ lub prostopadtosé
do innej prostej, stycznos¢ do okregu itp.);



2) postuguje si¢ rownaniem okregu (x - a)2 + (y —b)2 =r*;

5) wyznacza obrazy okregow i wielokatow w symetriach osiowych wzgledem osi
uktadu wspotrzednych, symetrii $rodkowej (o $rodku w poczatku ukladu
wspotrzednych).

X. Stereometria. Uczen:

1) rozpoznaje wzajemne potozenie prostych w przestrzeni, w szczegdlnosci proste
prostopadle nieprzecinajace sig;

2) postuguje si¢ pojeciem kata dwusciennego miedzy potptaszezyznami;

3) rozpoznaje w graniastostupach i ostrostupach katy miedzy odcinkami (np.
krawedziami, krawedziami i przekatnymi) oraz katy miedzy $cianami, oblicza
miary tych katow;

4) rozpoznaje w walcach 1 w stozkach kat migdzy odcinkami oraz kat mig¢dzy
odcinkami 1 ptaszczyznami (np. kat rozwarcia stozka, kat miedzy tworzaca a
podstawa), oblicza miary tych katow;

5) okresla, jaka figurg jest dany przekrdj prostopadtoscianu plaszczyzna;

6) oblicza objgtosci i pola powierzchni graniastostupow, ostrostupéw, walca,
stozka 1 kuli, rowniez z wykorzystaniem trygonometrii i poznanych twierdzen;

7) wykorzystuje zalezno$¢ migdzy objetosciami bryt podobnych.

XI. Kombinatoryka. Uczen zlicza obiekty, stosujgc reguty mnozenia i dodawania (takze tacznie)
dla dowolnej liczby czynnosci, np. wsytaactach-nie-tradniejszyehniz:
1) obliczenie, ile jest czterocyfrowych nieparzystych liczb catkowitych
dodatnich takich, ze w ich zapisie dziesietnym wystepuje doktadnie jedna
cyfra 1 i dokladnie jedna cyfra 2;
2) obliczenie, ile jest czterocyfrowych parzystych liczb catkowitych dodatnich
takich, ze w ich zapisie dziesietnym wystepuje doktadnie jedna cyfra O i
doktadnie jedna cyfra 1.

XII. Rachunek prawdopodobienstwa i statystyka. Uczen:
1) oblicza prawdopodobienstwo w modelu klasycznym;

XIII. Optymalizacja. Uczen rozwigzuje zadania optymalizacyjne w sytuacjach dajacych sie¢
opisa¢ funkcjg kwadratowa.

Warunki i sposob realizacji



Zastosowania logarytmow. Przy nauczaniu logarytméw warto podkresli¢ ich zastosowanie w
wyjasnianiu zjawisk przyrodniczych, ktorych przebieg opisuje funkcja logarytmiczna. Procesy
takie zachodza, gdy w przedziale czasowym pewna wielko$¢ zawsze rosnie (lub maleje) ze
statg krotnos$cig. Ponizsze przykladowe zadania ilustruja zastosowania logarytmu.

Z1. Skala Richtera stuzy do okreslenia sity trzesien ziemi. Sita ta opisana jest wzorem

R= 1ogi , gdzie 4 oznacza amplitude trzesienia wyrazona w centymetrach, 4, =10"*cm

jest stala, nazywang amplitudg wzorcowa. 25 kwietnia 2015 r. w Nepalu miato miejsce
trzgsienie ziemi o sile 7,8 w skali Richtera. Oblicz amplitudg¢ tego trzesienia ziemi.

Z2. Chory przyjal dawke 100 mg leku. Mase tego leku pozostata w organizmie po czasie ¢

okresla zalezno§¢ M (t) =a-b'. Po pigciu godzinach organizm usuwa 30% leku. Oblicz, ile

leku pozostanie w organizmie chorego po uptywie doby.

Zastosowania algebry. Warunkiem powodzenia procesu nauczania matematyki jest sprawne
postugiwanie si¢ wyrazeniami algebraicznymi. Metody algebraiczne czgsto dajg si¢ stosowaé
w sytuacjach geometrycznych i na odwrot — ilustracja geometryczna pozwala lepiej zrozumieé
zagadnienia algebraiczne.

Przeksztatcenia rownowazne. W trakcie rozwigzywania rOwnan i nieroOwnos$ci nalezy zwracac
uwagg, ze obok metody przeksztalcen rownowaznych mozna stosowa¢ metod¢ wnioskowania
(metoda analizy starozytnych). Po wyznaczeniu potencjalnego zbioru rozwigzan nast¢puje
sprawdzenie, ktore z wyznaczonych wartosci istotnie sa rozwigzaniami. W wielu sytuacjach
nie warto domagac¢ si¢ przeksztatcen rownowaznych, gdy metoda wnioskowania prowadzi do
szybkich rezultatow. Ponadto uczniowie powinni wiedzie¢, ze uprawniong metoda dowodzenia
jest rownowazne przeksztatcanie tezy.

Ciggi. Zagadnienie to nalezy omawia¢ tak, by uczniowie zdali sobie sprawe, ze poza ciggami
arytmetycznymi i geometrycznymi istniejg tez inne. Podobnie nalezy podkresli¢, ze poza
ciggami niemalejacymi, rosngcymi, nierosnacymi, malejacymi i statymi istniejg tez takie, ktore
nie s3 monotoniczne. Warto zwroci¢ uwage ucznidw, ze niektore ciggi opisuja dynamike
procesOW wystepujacych w przyrodzie badz spoteczenstwie, np. Przykdadoweo-podanywdziale

Wpkt 2 -hita-etaeopisafe szybkosC rozprzestrzeniania si¢ plotki (liczba @, podaje, ile 0sob o
plotce styszato). Podobuyv-iodelbmore bve b do-opisurosprrestizenianiaste-epidemti-.



Funkcje trygonometryczne, oprocz szerokich zastosowan w fizyce, stuzg do opisu zwigzkow
miarowych w figurach ptaskich oraz brytach (np. twierdzenie sinusow 1 twierdzenie
cosinusoOw). W wielu sytuacjach dla danego argumentu nie sg potrzebne doktadne wartosci
tych funkcji, tylko ich przyblizenia. Uczniowie powinni umie¢ korzysta¢ z tablic
matematycznych jak i kalkulatora w dwoch celach: wyznaczania przyblizonych wartosci
funkcji trygonometrycznych danego kata oraz okreslenia kata, dla ktorego funkcja
trygonometryczna osigga okreslong wartosc.

Planimetria. Rozwigzywanie klasycznych probleméw geometrycznych jest skutecznym
sposobem ksztaltowania $wiadomos$ci matematycznej. Uczniowie, ktoérzy poznajg sposoby
konstruowania figur, nabywaja przez to wprawy w rozwigzywaniu zadan geometrycznych
roznego typu. Konstrukcje mozna przeprowadza¢ w sposoéb klasyczny, za pomocg linijki 1
cyrkla, mozna tez uzywac¢ specjalistycznych programéw komputerowych takich jak np.
GeoGebra.

Rachunek prawdopodobienstwa. Uczniowie w przysztosci beda mieli do czynienia z
zagadnieniami powigzanymi z losowos$cig, ktore wystepuja w roznych dziedzinach zycia i1
nauki, np. przy analizie sondazy, zagadnien z zakresu ekonomii i badaniach rynkow
finansowych lub w naukach przyrodniczych i spotecznych. Warto wspomnie¢ o paradoksach
rachunku prawdopodobienstwa, ktére pokazuja typowe btedy w rozumowaniu i omoéwié
niektore z nich. Warto tez przeprowadzaé¢ z uczniami eksperymenty, np. eksperyment, w
ktérym uczniowie zapisuja diugi ciag ortéw i reszek bez losowania, a nastgpnie zapisuja ciag
ortow i reszek powstaly w wyniku losowych rzutéw moneta. Biedne intuicje na temat losowosci
podpowiadaja zwykle, ze nie powinny pojawiac si¢ dlugie sekwencje ortow (albo reszek),
podczas gdy w rzeczywistos$ci takie dhugie sekwencje ortow (lub reszek) wystepuja. Omawianie

Dowody. Samodzielne przeprowadzanie dowodow przez ucznidow rozwija takie umiejgtnosci
jak: logiczne myslenie, precyzyjne wyrazanie mysli i zdolno$¢ rozwigzywania ztozonych
probleméw. Dowodzenie pozwala doskonali¢ umiej¢tnos¢ dobierania trafnych argumentow i
konstruowania poprawnych rozumowan. Jedng z metod rozwijania umiej¢tnosci dowodzenia
jest analizowanie dowoddéw poznawanych twierdzen. Mozna uczy¢ w ten sposob, jak powinien

wyglada¢ wlasciwie przeprowadzony dowdd. Umiejetnos¢ formulowania poprawnych



rozumowan 1 uzasadnien jest wazna rowniez poza matematyka. Ponizej znajduje si¢ lista
twierdzen, ktorych dowody powinien uczen poznac.

Twierdzenia, dowody

1.

Istnienie nieskonczenie wielu liczb pierwszych.

2. Niewymiernos¢ liczb: V2, log, 5 itp.
3.
4. Podstawowe wlasnosci poteg (o wykladnikach catkowitych 1 wymiernych) i

Wzory na pierwiastki trojmianu kwadratowego.

logarytmow.

Wzory na n-ty wyraz i sum¢ n poczatkowych wyrazéw ciggu arytmetycznego i
geometrycznego.
Twierdzenie o katach w okrggu:
a) kat wpisany jest potowa kata srodkowego opartego na tym samym tuku;
b) jezeli dwa katy sg wpisane w ten sam okrag, to sg rowne wtedy i tylko wtedy, gdy
sg oparte na rownych tukach.
Twierdzenie o odcinkach w trojkacie prostokatnym. Jesli odcinek CD jest wysoko$cia

2
s

trojkata prostokatnego ABC o kacie prostym ACB, to |AD|-|BD|=|CD

|AC|" =|4B|-|AD| oraz |BC|" =|4B|-|BD].
Twierdzenie o dwusiecznej. Jesli prosta CD jest dwusieczng kata ACB w trojkacie ABC
[4D] _|AC]

1 punkt D lezy na boku 4B, to @ = |BC| )

10. Wz6r na pole trojkata P = %ab siny.

11. Twierdzenie sinusOw.

12. Twierdzenie cosinusow 1 twierdzenie odwrotne do twierdzenia Pitagorasa.
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