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Streszczenie

Dzieki modelowi optymalizacyjnemu polityki finansowej samorzadéw, zweryfikowane zostaty hi-
potezy o wplywie wybranych czynnikéw na optymalny poziom w relacji do dochodéw biezacych:
wydatkéw biezacych oraz inwestycyjnych. Potwierdzono hipoteze, ze wieksza wartos¢ infrastruk-
tury powoduje zwiekszenie wydatkéw biezgcych samorzadéw. Pokazano takze, iz wzrost: stopy
deprecjacji infrastruktury, zadtuzenia w relacji do dochodéw biezacych i, w mniejszym stopniu,
stopy wspdétfinansowania inwestycji unijnych wplywa negatywnie na poziom wydatkéw bieza-
cych w relacji do dochodéw biezacych. Oddziatywanie stopy procentowej za$ okazalo sie by¢
ujemne lub neutralne. Zwiekszenie czynnika dyskontowego wywiera rézny efekt na wydatki bie-
zace w zaleznosci od okresu. Nieoczekiwany efekt zaobserwowano w odniesieniu do wskaznika
wydatkéw biezacych poniesionych przed rozpoczeciem modelowanego okresu. Wyzsze przeszle
wydatki ograniczaja przestrzen na wydatki biezace na poczatku badanego okresu, ale w kolej-
nym roku nastepuje efekt kompensacji, tj. uprzednie oszczednos$ci umozliwiaja wieksze wydatki
w poréwnaniu ze scenariuszem bez oszczednosci.

Stwierdzono takze, ze dodatni wplyw na inwestycje zwykle (tj. niewspoétinansowane ze Srod-
kéw unijnych) w relacji do dochodéw biezacych ma wzrost stopy deprecjacji infrastruktury oraz
czynnika dyskontowego. Potwierdzona zostala takze hipoteza o ujemnym wplywie na inwesty-
cje zwykle w relacji do dochodéw biezacych wzrostu: stopy procentowej, stopy zapadalnosci
zadtuzenia i wskaZnika infrastruktury. Pozytywnie zweryfikowano réwniez hipoteze o ujemnym
wplywie wzrostu limitu dochodéw unijnych. W przypadku wskaznika zadluzenia mozna takze
doszukaé sie efektu kompensacji - ujemny wpltyw wystepuje tylko na poczatku okresu. Efekt ten
wystepuje rowniez w odniesieniu do wskaznika inwestycji zwyklych w roli zmiennej objasnianej
i wskaznika przesztych wydatkow biezacych jako zmiennej objasniajacej. Okazal sie on nawet
silniejszy niz w przypadku wydatkéw biezacych jako zmiennej objasnianej. Optymalny poziom
wydatkéw inwestycyjnych co do zasady maleje w czasie, co jest konsekwencja przyjetej funkcji
uzytecznosci, ktéra premiuje inwestycje poczynione we wcze$niejszym okresie, gdyz poprawiona
w ten sposéb infrastruktura jest uwzgledniana wielokrotnie w uzytecznoéci.

Stowa kluczowe: polityka finansowa, samorzady, JST, optymalizacja

JEL: C61, H72, H74



Abstract

In this paper, hypotheses of an impact of the selected factors on the optimal level of current
and investment expenditure of local government were verified, based on a novel optimization
model of local goverment financial policy. The hypothesis about the postive impact of value
of infrastructure on the current expenditure level was confirmed. It was also shown that an
increase in: the rate of infrastructure depreciation, interest rate, debt level and the discount
rate of future utility influence negatively the level of current expenditure. An unexpected effect
was observed concerning the current expenditure incurred before the modeled period, namely
higher past expenses reduce the space for current spending at the beginning of the considered
period, but in the next year there is a compensation effect, i.e. former savings allow for higher
expenditure than in a scenario without the savings.

It was also found that an increase in the rate of infrastructure depreciation and the discount
rate has a positive impact on the ordinary investment (i.e. not funded from the EU funds). Simi-
larly, hypothesis was confirmed about a negative impact of: the interest rate, the debt maturity
rate, the debt level and the value of infrastructure on ordinary investment. In the case of debt,
however, there is a compensation effect - similar to the one described in the former paragraph.
Such an effect occurs also for ordinary investment as a response variable and the past current
expenditure as an explanatory variable. It turned out to be even stronger than for the cur-
rent expenditure as a response variable. The optimal level of investment expenditure declines
over time, which is a consequence of an adopted utility function. This function rewards invest-
ment realized earlier, because the infrastructure improved in this way is included several times
in the utility.

Keywords: financial policy, local governments, LGU, optimization

JEL: C61, H72, H74



Wprowadzenie

Aby zrealizowaé cel paperu, wszechstronnej dyskusji poddano determinanty optymalnych po-
zioméw wydatkow biezacych i inwestycyjnych gmin oraz miast powiatowych. Analizowanie pod-
sektora lokalnego sektora finanséw publicznych jako agregatu nie byloby bowiem wskazane z
uwagi na jego heterogenicznosé. Inherentna cecha samorzadéw jest przeciez mozliwosé ksztalto-
wania wlasnej specyficznej polityki finansowej. Badanie polityk wszystkich jednostek samorza-
dowych oddzielnie bytoby jednak zadaniem zbyt zlozonym, dlatego w pracy skoncentrowano sie
na analizie reprezentatywnego samorzadu optymalizujacego swoja funkcje celu przy warunkach
ograniczajacych.

Zbudowano model decyzyjny wladz gminy lub miasta powiatowego. Teoretyczne rozklady para-
metréw modelu oszacowano z wykorzystaniem danych empirycznych dla Polski z lat 2010-2015.
Model rozwigzano cze$ciowo w sposéb analityczny, a czeSciowo - tam, gdzie uzyskanie roz-
wigzania analitycznego nie jest mozliwe - numeryczny, za pomoca nowatorskiej metody meta-
algorytmu wykorzystujacego jednoczesnie kilkanascie algorytméw optymalizacyjnych. Wybrane
zostaly wartodci parametréow behawioralnych, ktoére prowadzity do optymalnych rozwiazan bli-
skich wartosciom empirycznym. Z odpowiednich rozkladéw wylosowano nastepnie wiele zesta-
wow parametréw, ktorym przypisano optymalne wartosci wydatkéw biezacych oraz inwestycyj-
nych. Zalezno$¢ miedzy wartosciami parametréw a rozwigzaniami optymalnymi zostata przed-
stawiona na podstawie liniowych meta-modeli ekonometrycznych.

W niniejszej pracy postawiono nastepujace hipotezy:
Optymalna polityka finansowa gmin i miast powiatowych uwzglednia wiele czynnikéw:

1. Dodatni wplyw na optymalny poziom wydatkéw biezacych w relacji do dochodéw bieza-
cych samorzadéw ma wzrost: wskaznika wartosci infrastruktury oraz limitu dofinansowa-
nia unijnego.

2. Ujemny wplyw na optymalny poziom wydatkéw biezacych w relacji do dochodéw bie-
zacych samorzadow ma wzrost: czynnika dyskontowego, wspoélczynnika deprecjacji infra-
struktury, udziatu dochodéw wtasnych w inwestycjach unijnych, stopy procentowej, stopy
zapadalnosci dlugu, wskaznika zadluzenia oraz wskaznika wydatkow biezacych z lat po-
przednich.

3. Dodatni wplyw na optymalny poziom zwyklych wydatkéw inwestycyjnych (tj. niewspol-
finansowanych ze $rodkéw UE) w relacji do dochodéw biezacych samorzadéw ma wzrost:
czynnika dyskontowego, wspdtczynnika deprecjacji infrastruktury oraz udziatu dochodow
wlasnych w inwestycjach unijnych.

4. Ujemny wplyw na optymalny poziom zwyklych wydatkow inwestycyjnych w relacji do do-
chodéw biezacych samorzadéw ma wzrost: stopy procentowej, stopy zapadalnosci dtugu,
wskaznika zadluzenia, wskaznika wydatkéw biezacych z lat poprzednich, wskaznika war-
tosci infrastruktury oraz limitu dofinansowania unijnego.

Rozdzial pierwszy przeglad literatury dotyczacej optymalnej alokacji dobr w sektorze lokal-
nym. W rozdziale drugim przedstawiono model decyzyjny wtadz samorzadowych oraz sposéb
jego rozwiazania analitycznego z wykorzystaniem warunkéw Karusha-Kuhna-Tuckera. W roz-
dziale trzecim wyprowadzono analityczne rozwigzanie dla trzeciego i czwartego roku kaden-
cji prezydenta miasta, burmistrza lub wdjta gminy. Opisano tez numeryczny meta-algorytm
optymalizacyjny dla wszystkich czterech lat kadencji wtadz samorzadowych. Czwarty rozdzial
zawiera opis uzytych danych, a takze opis dopasowania rozkladéw teoretycznych do rozkla-
doéw empirycznych parametréw strukturalnych modelu. Przeanalizowano w nim takze strukture
warunkéw ograniczajacych i dokonano kalibracji parametrow behawioralnych. Rozdzial piaty



poswiecono analizie wrazliwosci optymalnych pozioméw wydatkéw biezacych i inwestycyjnych
wzgledem wartosci parametrow. Zostal on oparty na wynikach oraz oszacowaniach liniowych
meta-modeli ekonometrycznych. Prace konczy rozdzial podsumowujacy. Praca zostata uzupel-
niona o aneksy A, B i C, w ktérych zamieszczono kody programu R, zawierajace przykladowe
rozwigzania modelu za pomoca metody analitycznej i numerycznej oraz o aneks D prezentujacy
pomocniczy model o nieskonczonym horyzoncie decyzyjnym.



Celem pracy jest sformutowanie optymalnej polityki finansowej samorzadéw w zakresie wydat-
kéw biezacych oraz inwestycyjnych gmin i miast powiatowych w ciggu czteroletniej kadencji
wladz samorzadowych. Zgodnie z ustaleniami zawartymi w powiazanej literaturze, przyjeto za-
tozenie, ze optymalna polityka powinna uwzglednia¢ regute zréwnowazonego wyniku biezacego i
indywidualny wskaznik zadtuzenia. Powinna tez zaleze¢ od: parametréw okreslajacych preferen-
cje samorzadow, stopy procentowej, zapadalnoéci dlugu, tempa wzrostu dochodéw biezacych,
stopy amortyzacji, poczatkowych wskaznikéw zadluzenia, wydatkéw biezacych oraz poziomu
infrastruktury, a takze limitu funduszy przeznaczonych na inwestycje unijne i udzialu srodkéw
unijnych w finansowaniu inwestycji.

1 Polityka finansowa samorzadow w Swietle literatury

Literatura poswiecona optymalnej alokacji débr na poziomie lokalnym i - generalnie - poli-
tyce fiskalnej samorzaddéw, czyli tzw. ,fiskalnemu federalizmowi”, jest bogata i réznorodna,
acz nie wigze sie az tak silnie z biezacymi wydarzeniami politycznymi jak literatura na temat
regul fiskalnych oraz polityki fiskalnej prowadzonej na szczeblu centralnym. Oates (2005) wyrdz-
nil w jej ramach trzy nurty: 1) teorii dawnych (pierwszej generacji), 2) teorii wyboru publicznego
oraz 3) teorii wspolczesnych (drugiej generacji, patrz tez Weingast, 2009). Przelomowe prace
na temat alokacji débr publicznych, w tym samorzadowych, zostaly opublikowane w latach ’50
XX wieku. Zaliczajg sie one do teorii dawnych wedtug klasyfikacji Oatesa.

1.1 Teorie dawne (pierwszej generacji)

Samuelson (1955) stwierdzil, Ze nie istnieje mechanizm rynkowy, ktéry doprowadzitby do zde-
centralizowanej i efektywnej alokacji dobr publicznych. Mysl te rozwinal p6Zniej Varian (2002),
opisujac potencjalne sposoby rozwiazania tego problemu i wskazujac na stabosci kazdego z nich.
Przyktadowo, mozna by postuzyé sie mechanizmem glosowania, lecz okazuje sie, ze nie jest on
doskonala metoda, m. in. dlatego, ze jego wynik moze by¢ wrazliwy na kolejnosé¢ glosowanych
opcji. Alternatywnie, mozna przyjaé, ze koszt wytworzenia dobra publicznego ponosiliby jego
uzytkownicy proporcjonalnie do uzytecznosci, jaka by z niego czerpali. Jednak racjonalnemu
konsumentowi optacaloby sie woéwczas zanizaé¢ swoje ujawniane preferencje, aby ponosi¢ mniej-
szy, a nawet zerowy, udzial w finansowaniu dobra publicznego, z ktérego tak czy inaczej bedzie
korzystal (typowy efekt gapowicza). Z kolei zalozenie stalego kosztu finansowania dobra pu-
blicznego powoduje to, ze osoby optujace za (przeciw) wytworzeniem dobra publicznego moga
zawyzaé (odpowiednio zaniza¢) swoje ujawniane preferencje.

W celu naktonienia konsumentéw do ujawnienia ich rzeczywistych preferencji mozna zastosowaé
podatek Grovesa - Clarke’a (Clarke, 1971 i Groves, 1973). Podatek ten oplaca jedynie kluczowy
glosujacy, czyli ten, bez ktorego decyzja grupy réznitaby sie od decyzji podjetej razem z nim.
Dzigki temu podatnik internalizuje koszty spoteczne podejmowanej przez siebie decyzji. Wyso-
kos¢ podatku jest rowna stracie tej czesci grupy, ktéra przegrata gtosowanie z powodu , kluczo-
wego glosu”. Taki podatek sprawia, ze racjonalny glosujacy wskazuje rzeczywista uzytecznos$é
(netto), jaka czerpie z danego dobra publicznego, dzieki czemu wybierany jest optymalny po-
ziom tego dobra z punktu widzenia spoleczenstwa. Podobnie, jak uprzednio przytoczone metody,
rowniez podatek Grovesa-Clarke’a nie jest idealnym rozwiazaniem. Wymaga on, aby preferencje
konsumentéw byty quasi-liniowe (tzn. zeby na uzytecznosé¢ z konsumpcji dobra publicznego nie
wplywal poziom konsumowanego dobra prywatnego). Ponadto, podatek ten nie prowadzi do
alokacji Pareto-efektywnej, gdyz konsumpcja prywatna kluczowych glosujacych mogtaby byé
wyzsza. Wynika to z faktu, iz éw hipotetyczny podatek musi stanowié¢ czysta strate spoteczen-



stwa. Nie moze on bowiem trafi¢ do zwyklych glosujacych, gdyz miatoby to wplyw na ujawniane
przez nich preferencje.

Z teza Samuelsona (1955) nie zgadzal si¢ Tiebout. W swoim stynnym artykule, Tiebout (1956)
przekonywal, iz moze istnie¢ efektywne, przynajmniej w przyblizeniu, pseudo-rynkowe rozwia-
zanie w odniesieniu do lokalnych débr publicznych. Takie dobra moga jednoczeénie konsumowagé
jednostki danej spolecznosci lokalnej (np. gminy), a nie calej populacji. Zaproponowany przez
Tiebouta mechanizm prowadzacy do efektywnej alokacji polegal na tzw. ,, glosowaniu nogami”,
tzn. przeprowadzaniu sie konsumentéw do tych gmin, ktore zapewniajg najbardziej odpowiedni,
wedlug ich preferencji, zestaw débr publicznych.

Tiebout wymienil siedem zalozen, na ktorych opart swdj model:
1) pelna mobilnosé konsumentéw-glosujacych;

2) pelna informacja o réznicach pomigdzy wydatkami na dobra publiczne i podatkami w gmi-
nie (spotecznosci);

3) duza liczba gmin, sposréd ktérych konsumenci moga wybierad;
4) brak bezrobocia, kazdy zyje z egzogenicznego dochodu pochodzacego z dywidend;

5) ustugi publiczne $wiadczone przez jedng gmine nie maja wplywu na uzyteczno$é miesz-
kancéw innych gmin (brak efektéw zewnetrznych);

6) dla kazdego wariantu zestawu ustug w gminie istnieje optymalna liczba mieszkaricéw,
ktora zapewnia minimalny przecietny koszt §wiadczenia owych ustug - oznacza to, ze musi
istnie¢ pewien czynnik produkeji lub zaséb, np. ograniczone terytorium albo plaza o z géry
ustalonej wielkosci;

7) jezeli w danej gminie liczba mieszkancéw jest nizsza od optymalnej, to gmina prébuje
przyciagna¢ nowych mieszkancéw, aby obnizyé¢ $redni koszt ustug. W sytuacji odwrotne;j,
gmina zacheca cze$¢ mieszkancéow do wyprowadzki.

Nalezy tez odnotowaé¢ wymogi niewymienione przez Tiebouta explicite. Po pierwsze, koniecz-
nosé¢ wystarczajaco duzej liczby konsumentéw o podobnych preferencjach - tak, aby zaistnialy
korzyéci skali w produkcji débr publicznych. Po drugie, model wymagal podatku natozonego na
kazda osobe w takiej samej wysokosci, co w rzeczywistosci jest niespotykane. Gdyby bowiem
podatek byl uzalezniony od warto$ci nieruchomosci, wéwczas konsumenci woleliby mieszkaé
z bogatymi sgsiadami, aby uzyska¢ wieksza iloé¢ dobr publicznych niz wynikatoby to z ich po-
datkéw. Bogatsi mieszkancy w takiej sytuacji prébowaliby narzucié¢ ograniczenia (np. poprzez
plan zagospodarowania przestrzennego) uniemozliwiajace nabywanie tanich mieszkan w ich gmi-
nie. Po trzecie, brak kosztéw przeprowadzki i brak problemu ze znalezieniem pracy w innym
miescie.

Tiebout byl $éwiadomy, ze réwnowagowe rozwiazanie jego modelu moze by¢ optymalne, w od-
niesieniu do uzytecznoéci konsumentow, jedynie w przyblizeniu. Przyktadowo, do pewnej gminy
mogloby chcieé¢ sie wprowadzi¢ wiecej konsumentoéw niz wynosilaby liczba mieszkancow tej
gminy minimalizujaca Sredni koszt débr publicznych. Czes¢ osob musiataby wiec zdecydowaé
si¢ na gmine znajdujaca sie na drugim miejscu prywatnego rankingu. Ogdlnie rzecz biorac,
catkowita efektywnos$é alokacji wymagataby nieskonczonej liczby gmin - tak, aby kazdy konsu-
ment mogl wybra¢ gmine z idealnym, z jego punktu widzenia, zestawem ustug. Jednak model
opisujacy np. jednoosobowe gminy bytby, zdaniem Tiebouta, zbyt oderwany od rzeczywistosci.

Na podstawie modelu Tiebouta mozna stwierdzié¢, ze dobra publiczne powinny by¢ finansowane
przez samorzady, jezeli:
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1) stuza wigkszosci mieszkancéw (wtedy widza oni efekt ptacenia podatkéw lokalnych i dzigki
temu nie unikaja tych oplat);

2) nie wywoluja efektow zewnetrznych;
3) ich produkcja nie cechuje sie bardzo duzymi korzysciami skali (jak np. obrona narodowa).

Cho¢ model Tiebouta opierat sie na wielu zalozeniach, dalsze prace wykazaly, ze nalezy na niego
jeszcze natozy¢ dodatkowe warunki, aby liczba gmin, alokacja oséb pomiedzy gminami i poziom
dostarczanych ustug publicznych byly efektywne. Jednym z artykutow, ktéry stanowi krytyke
modelu Tiebouta, jest praca Bewleya (1981) dowodzaca, ze w modelu Tiebouta nie mozna zna-
lez¢ Pareto-efektywnej réwnowagi. Zasadniczy powdd to niewiedza konsumentéw o tym, iz ich
przeprowadzki wywartyby wplyw na zmiane ilosci débr publicznych oferowanych przez samo-
rzady, co przyczynitoby sie do zwiekszenia uzytecznosci konsumentéw. Inne powody stanowia:
niemoznos§¢ réznicowania stawek podatkowych obowiazujacych bardziej i mniej pracowitych po-
datnikéw, a takze mechanizm cigglej ucieczki bardziej produktywnych mieszkancéw przed mniej
produktywnymi. Teoria Tiebouta miata pokazaé, w jaki sposéb mogloby dojsé do efektywnej
alokacji dobr publicznych. Bewley stawia zarzut, ze aby wykazaé¢ owa efektywnosé, nalezy poczy-
ni¢ tak liczne i silne zaltozenia, ze lokalne dobra publiczne de facto maja cechy débr prywatnych,
a sposéb alokacji sprowadza sie do rozwiagzania znalezionego juz wczesniej w teorii rownowagi
ogblnej.

1.2 Kwestia stopnia decentralizacji wladzy i teorie wyboru publicznego

Teorie dawne, wedlug Oatesa (2005), czesto sprowadzaly sie do wyboru miedzy decentralizacja
a centralizacja wladzy. Przy zatozeniu, ze wszyscy politycy maksymalizuja dobrobyt wyborcow,
decentralizacja przyczynia sie do wzrostu uzytecznosci obywateli. Polityka moze zosta¢ wtedy
lepiej skrojona pod potrzeby poszczegdlnych regiondéw, réznigcych sie pod wzgledem preferencji
mieszkancéw. Takie rozwiazanie zostalo nazwane przez Olsona (1969) ,ekwiwalencja fiskalna”.

7 drugiej strony, nie mozna wykluczyé¢, ze rzad centralny bylby w stanie zarzadzaé réznymi
regionami, uwzgledniajac ich specyfike - modele takiego rzadu zostaly przedstawione w artyku-
tach zaliczanych do drugiej generacji: Lockwooda (2002) oraz Besleya i Coate’a (2003). Istotny
jest tu fakt, ze dobra wytwarzane w jednym regionie moga wywiera¢ pozytywne lub negatywne
efekty zewnetrzne wobec innych regionéw. Jezeli tej zawodnosci polityki samorzaddéw nie mozna
naprawi¢ za pomoca wyréwnawczych transferéw w stylu Pigou (1920), bedzie stanowila ona,
podobnie jak mozliwos¢ réznicowania polityki regionalnej przez rzad, argument za centralizacja.
Besley i Coate zwracaja ponadto uwage na to, ze jezeli rzad jest wylaniany jako wiekszosciowa
koalicja przedstawicieli regionéw, moze to powodowa¢ dyskryminacje regionéw, ktoérych przed-
stawiciele nie wejda do koalicji. Z drugiej strony, rzad kooperujacy, uwzgledniajacy interesy
wszystkich regionéw ma tendencje do zawyzania wydatkow publicznych. Dzieje sie tak, ponie-
waz mieszkancy danego regionu wola paradoksalnie wybraé polityka o silniejszych pogladach
etatystycznych niz poglady mieszkancow. Taki polityk, w ramach koalicji rzadzacej, wptynie bo-
wiem na zwiekszenie wydatkéw publicznych takze w pozostatych regionach, co za sprawsg efektow
zewnetrznych i braku koniecznosci finansowania tych wydatkéw, przyniesie wyzsza uzytecznosé
mieszkancom regionu, z ktorego zostal wybrany.

W przeciwienstwie do wyzej cytowanych artykutéow poswieconych polityce lokalnej, w teoriach
wyboru publicznego politycy majg wlasne preferencje - inne niz reszta spoteczenstwa. Politykom,
w tym wladzom samorzagdowym, moze np. zaleze¢ na maksymalizacji wydatkéw budzetowych,
aby poszerzy¢ swoje wplywy. Zdaniem Brennana i Buchanana (1980), rywalizacja o wyborcow
zachodzaca pomiedzy jednostkami samorzadowymi moglaby przyczynié sie do ograniczenia nad-
miernego udzialu parnstwa w gospodarce. Jednak Rodden (2003) zauwazyl, ze ten pozytywny
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wplyw decentralizacji moze zajs¢ tylko wtedy, gdy wydatki lokalne sa finansowane z lokalnych
podatkow, a nie dotacji z budzetu centralnego.

1.3 Wspolczesne teorie fiskalnego federalizmu

Wspélczesne teorie fiskalnego federalizmu, mimo ze réznorodne, maja przewaznie dwie cechy
wspolne. Po pierwsze, podobnie jak teorie nawigzujace do wyboru publicznego, zaktadaja rézne
funkcje celu u politykéw i wyborcéw. Przyktadowo, Prud’homme (1995) pokazal, ze wigksza
decentralizacja zmniejsza mozliwo$¢ prowadzenia przez rzad centralny aktywnej, antycyklicznej
polityki fiskalnej. Rzad centralny dysponuje bowiem mniejsza kwota wydatkéw. Ponadto, wladze
samorzadowe zwykly wydawaé¢ wiecej pieniedzy w okresie przedwyborczym, wywolujac w ten
spos6b cykle polityczne - niekoniecznie zbiezne z cyklem koniunkturalnym w kraju.

Po drugie, wspolczesne teorie (drugiej generacji) akcentuja problematyke niepelnej informacji.
Przyktad stanowig prace wykorzystujace model pryncypala i agenta, przy czym pryncypalem
sa wladze centralne (np. Levaggi, 2002) lub wyborcy (np. Tommasi i Weinschelbaum, 2007),
a agentem - wtadze lokalne. Z kolei wybory rzadzacych podyktowane m.in. obietnicami sktada-
nymi w trakcie kampanii wyborczej, zostaly przeanalizowane przez Seabrighta (1996) w oparciu
o model niepelnych kontraktéw.

Kolejna grupa wspotczesnych artykuléw porusza zagadnienie twardych i miekkich ograniczen
budzetowych - pojeé spopularyzowanych przez Kornaia (1979, 1980). Kornai odnosit te poje-
cia do firm, odpowiednio, kapitalistycznych i socjalistycznych. Wskazywal na nieefektywne za-
chowania przedsiebiorstw, podlegajacych miekkim ograniczeniom budzetowym, w szczegdlnosci
na ich nigdy niezaspokajany popyt, wynikajacy z niewrazliwo$ci na koszty. Podobnie, samo-
rzady przekraczaja swoje ograniczenia budzetowe, nadmiernie si¢ zadluzajac i liczac na pomoc
ze strony budzetu centralnego. Wtadze centralne staraja sie przekonaé¢ samorzady, aby zaciesnity
swoja polityke wydatkowa, poniewaz w przeciwnym razie nie uzyskaja wsparcia. Takie zacho-
wania sa analizowane przy uzyciu narzedzi teorii gier. Przykladowo, praca Goodspeeda (2002)
odwotluje sie do modelu Stackelberga; natomiast Inman (2003) wykorzystuje gre w ,dylemat
wieznia”, ktérej wynikiem moze byé albo bankructwo albo ratunek finansowy dla samorzadu.
Warto dodaé, ze aby uczyni¢ ograniczenie budzetowe jednostek samorzadowych twardszym, na-
lezy odpowiednio zaprojektowaé system podatkéw i dotacji, prawo upadtosciowe, a takze reguty
fiskalne.

1.4 Badania poswiecone polityce samorzadowej w Polsce

Rzadziej mozna spotkaé¢ w literaturze badania empiryczne poswiecone polityce polskich samo-
rzadow. Przykladowo, rozbudowany model opisujacy polityke finansowa jednostek samorzadu
terytorialnego w latach, w ktérych duzg role odgrywa finansowanie unijne, znajduje sie w pracy
Sieraka i in. (2013). Celem budowy tego modelu byto ,,0szacowanie sSrodkéw niezbednych do za-
pewnienia krajowego wktadu publicznego do projektow realizowanych w ramach 2014-20207.
Doktadniej moéwiac, chodzito o ,okreslenie mozliwej do sfinansowania - zgodnie z ogranicze-
niami prawnymi - kwoty wydatkéw inwestycyjnych, zaréwno tych, ktére podlegaja refundacji
ze $rodkéw UE (wraz z koniecznym wspotinansowaniem), jak i tych, ktére nie sa ponoszone
w zwigzku z realizacja projektéw unijnych”.

W przeciwienistwie do modelu omawianego w niniejszej pracy, model Sieraka i in. (2013) mial
charakter prognostyczny. Dochody biezace (bez srodkéw UE) byly prognozowane w oparciu
o wykonanie z 2011 r. powigkszone o wzrost PKB i inflacje. Z kolei dochody biezace z UE
dla poszczegdlnych samorzadéw prognozowano jako iloczyn lacznej kwoty tej kategorii oraz
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wskaznika Sredniego udziatu danej JST w latach 2007-2011. Zalozono, ze wydatki biezace (bez
odsetek i wydatkéw biezacych refundowanych ze érodkéw UE ze wspétfinansowaniem) beda
rosty podobnie jak dochody biezace, w tempie PKB i inflacji, przy czym tempo PKB zostalo
skorygowane w dét o 10%. Wydatki biezace refundowane ze $rodkéw UE ze wspotfinansowa-
niem obliczono jako iloczyn dochodéw biezacych z UE i zalozonego wskaznika wspotfinanso-
wania. Przyjeto rozne wskazniki dla gmin, powiatéow, wojewddztw oraz projektow ,twardych”
(inwestycyjnych) i ,,miekkich”. Przyjeto, ze srodki (dochody) z UE na inwestycje ksztaltuja sie
w ten sam sposéb, co dochody biezace z UE. Wydatki inwestycyjne refundowane ze $rodkow
UE ze wspdétfinansowaniem obliczono podobnie jak refundowane wydatki biezace, tj. za pomoca
iloczynu srodkéw z UE na inwestycje ogdlem oraz zalozonego wskaznika wspotfinansowania.
Pozostale dochody majatkowe obliczano przy zalozeniu stalej relacji do dochodéw biezacych
poszczegblnych JST, przy czym wspotezynnik tej relacji réznil si¢ dla gmin, miast na prawach
powiatu, powiatéw i wojewodztw.

Model Sieraka i in., podobnie jak model w niniejszej pracy, uwzglednia takze nadwyzke ope-
racyjna, przyrost dlugu (potrzebnego do zréwnowazenia sumy wydatkéw i rozchodéw), diug
na poczatku roku budzetowego, splate dlugu oraz dopuszczalny i rzeczywisty wskaznik ob-
shugi zadtuzenia. Odsetki zostaly skalkulowane jako iloczyn stopy procentowej (péttorakrotnosci
stopy inflacji powigkszonej o 1 p.p.) i dlugu z roku poprzedniego. Diug jest splacany zgodnie
ze stala roczna stopa umorzenia dtugu.

W kontekscie zadluzenia polskich samorzadéw, warto tez przytoczyé obserwacje poczynione
przez Kaminskiego (2012). Stwierdzil on, ze system finansowania wydatkéw JST ,zostal skon-
frontowany w ostatnim dziesigcioleciu z dwoma istotnymi wyzwaniami”: 1) odejsciem od zréw-
nowazonego budzetu biezacego na rzecz finansowania dluznego wynikajacego z checi wykorzy-
stania $rodkéw unijnych i 2) kryzysem finansowym, ktéry mial wplynaé¢ na zmniejszenie sie
dochodéw JST i w konsekwencji wydatkow inwestycyjnych.

Inne godne uwagi badanie oparte na danych jednostkowych polskich samorzadéw stanowi praca
Falkowskiego i Bukowskiej (2016). Poréwnano w nim gminy wiejskie, w ktérych rzadzil ten sam
wéjt przez sze$é kadencji z rzedu (od wyboréw w 1990 do 2010 r.) z pozostalymi gminami
wiejskimi. Wysnuto wniosek, ze monopolizacja wladzy nie przeklada sie¢ na wyniki gospodarcze
gmin, tj. poziom inwestycji na mieszkanca, stope bezrobocia i wysokosé nadwyzki operacyjnej.
Istotny okazal sie natomiast wplyw monopolizacji wladzy na poziom frekwencji w wyborach
samorzadowych.

Pozostala literatura poswiecona polskim samorzadom skupia sie na ogdél na aspektach praw-
nych (Skuza, 2003a i 2003b; Wiewiéra, 2007), finansowych (Karpiniski, 2001; Jastrzebska, 2002;
Gonet, 2004) lub teoretycznych (Guziejewska 2007 i 2008).

Reasumujac, polityka fiskalna zazwyczaj jest prezentowana z perspektywy podsektora central-
nego. Niniejszy artykul powinien zatem wypetni¢ luke w literaturze naukowej, polegajaca na
braku badan opisujacych polska jednostke samorzadows jako podmiot maksymalizujacy swoja
funkcje celu, majacy mozliwoéé decydowania o poziomach wybranych zmiennych oraz podlega-
jacy okreslonym warunkom ograniczajacym.

2 Model decyzyjny wladz samorzadowych

Przedstawiony w niniejszym artykule model opisuje problem, przed ktérym stoja decydenci
jednostki samorzadu terytorialnego (wéjt, burmistrz gminy lub prezydent miasta) w okresie, w
ktérym istotna role w finansowaniu inwestycji odgrywaja $rodki unijne’. Jednostka samorzadu

'Model mozna jednak uogélnié¢ na okres, w ktérym érodki unijne przestana byé istotne.

13



terytorialnego jest w niniejszej pracy rozumiana jako gmina lub miasto na prawach powiatu, w
tym Warszawa.

Wojewddztwa i powiaty ziemskie nie sa wigc brane pod uwage. Wynika to z ,silnego zrézni-
cowania potencjalu finansowego pomiedzy rodzajami JST” (Sierak i in., 2013). Przykladowo,
udzial wydatkéw majatkowych w wydatkach ogotem jest wyraznie mniejszy w powiatach ziem-
skich niz w gminach, natomiast odwrotna sytuacja ma miejsce w wojewddztwach. W niniejszej
pracy wykorzystywane sg dane empiryczne dotyczace gmin i miast na prawach powiatu, dla-
tego zdecydowano sie zawezi¢ obszar badan do najnizszego szczebla jednostek samorzadowych.
Nalezy zarazem podkresli¢, ze samorzady wojewddzkie i powiatowe ziemskie maja stosunkowo
male znaczenie - tgcznie ich wydatki ogétem w kazdym roku z okresu 2005-2014 byty okoto
cztery razy mniejsze niz tacznie wydatki gmin i miast powiatowych. W 2015 r. taczne wydatki
samorzadow wojewodztw i powiatow wyniosty 40,6 mld zt, natomiast gmin, miast na prawach
powiatéw (w tym Warszawy, ktéra czesto bywa traktowana oddzielnie w statystykach) wyniosty
155,8 mld zt (RIO, 2015).

2.1 Preferencje

Problem decyzyjny samorzadowcéw mozna zinterpretowaé¢ nastepujaco. Po wygranych wybo-
rach, ktére odbywaja sie na koniec roku zerowego, nowe wladze samorzadowe majg przed soba
cztery lata kadencji. Decydenci owi zastanawiaja sig, ile Srodkéw przeznaczy¢ na wydatki bie-
zace i inwestycje w roku pierwszym, drugim, trzecim i czwartym.? W pierwszym dniu roku
piatego odbywaja sie kolejne wybory, podczas ktérych mieszkancy danej gminy lub miasta oce-
niaja dotychczasowe wladze pod katem strumienia wydatkow biezacych z czterech ostatnich lat
i zasobu infrastruktury na moment biezacy, a takze w trzech zesztych latach.

Mieszkancy obszaru zarzadzanego przez dang JST czerpia uzytecznos$¢ z wydatkoéw biezacych
w roku ¢ oznaczonych jako ¢; (tj. przeznaczonych na biezaca dzialalno$é, Swiadczenia spoleczne,
zasitki i stypendia oraz inne podmioty, m.in. uczelnie, szkoly, przedszkola, instytucje kultury,
zaktady opieki zdrowotnej, Izby Rolnicze i inne JST; w tej kategorii nie uwzglednia sie nato-
miast odsetek od kredytéw i pozyczek, gdyz zostaly one zdefiniowane oddzielnie) oraz z zasobu
szeroko rozumianej infrastruktury z roku ¢ + 1, tj. kyyq (m.in. drég, szkol, przedszkoli, doméw
kultury, obiektéw sportowych, oczyszczalni Sciekéw, pojazdéw transportu zbiorowego). Maksy-
malizowana jest suma zdyskontowanych rocznych strumieni uzytecznosci z ¢; i ki1 wyrazonych
za pomoca kombinacji liniowej logarytmoéw tych zmiennych.

Zaklada sie tutaj tozsamo$¢ preferencji (z wyjatkiem horyzontu czasowego) wladz i mieszkan-
cHéw. Politycy staraja sie maksymalizowaé dokladnie znang, logarytmiczng funkcje uzytecznosci
mieszkancow po to, aby wygraé nastepne wybory.

Optymalizacji podlega wigc nastepujaca funkcja:

4

max tlalne + (1—a)lnk . 1
{Ct}v{ut}7{it},{zt};6 ( ¢+ ( ) 1) (1)

Zalozenie logarytmicznej, separowalnej wzgledem c¢; 1 ky41 funkeji uzytecznosci jest zgodne z po-
stulatem dodatniej, malejacej krancowej uzytecznosci czerpanej z wydatkéw biezacych i infra-
struktury. Spoéréd wielu funkcji o dodatniej pierwszej pochodnej i ujemnej drugiej pochodnej,
wybrano logarytm ze wzgledu na mozliwo$é uzyskania prostych rachunkéw (pochodna loga-
rytmu zmiennej jest odwrotnos¢ zmiennej, a separowalno$é¢ sprawia, ze pochodne mieszane

2W wyzej opisany sposéb mozna zinterpretowaé problem optymalizacyjny z rozdziatu 5.2. Nieco inaczej nalezy
opisaé problem z rozdziatu 5.1. Wtadze samorzadowe dokonujg tam decyzji po zakoniczeniu drugiego roku - planuja
wydatki jedynie na rok trzeci i czwarty.
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drugiego rzedu sa réwne zero). Co wiecej, logarytmy sa czesto uzywane przez ekonomistéw

w funkcjach uzytecznosci®.

Czasowy horyzont planowania zostal ograniczony z tradycyjnie przyjmowanej w ekonomii nie-
skonczonosci do czterech lat kadencji wtadz samorzadowych z dwéch powoddw.

Po pierwsze, zaklada sie krotkowzrocznosé politykéw - ich gtéwnym celem jest zwyciestwo w ko-
lejnych wyborach i dlatego zalezy im na maksymalizacji uzytecznosci w ciggu biezacej kadencji,
a nie w dtugim okresie. W tym celu decydenci np. wola zrealizowaé¢ maksymalne wydatki do-
puszczalne przez reguly fiskalne niz wziaé pod uwage obciazenie dlugiem przysztych pokolen.
Staboscia przyjetego zalozenia jest abstrahowanie od mozliwosci reelekcji. Oznacza to, ze wy-
borcy, mimo ze zalezy im na uzytecznosci w dtugim okresie, nie sa w stanie dobrze prognozowaé
wydatkéw w przyszlodci, wiec oceniaja politykéow wylacznie przez pryzmat ostatniej kadencji.
Ponadto odréznienie funkcji celu wyborcéw od politykéw oraz uwzglednienie niepelnej infor-
macji, co zostalo wspomniane w poprzednim rozdziale, nalezy do cech wspotczesnych teorii
fiskalnego federalizmu.

Po drugie, model zawiera kilka warunkow ograniczajacych oraz zmiennych decyzyjnych, przez
co rozwiazania optymalne maja ztozona postac¢ i réznia sie w zaleznosci od przyjetego wariantu
stanow poczatkowych. Skrécenie horyzontu czasowego do jednej kadencji umozliwia stosunkowo
czytelny zapis i analize rozwiazan.*

Warto wyjasni¢ takze wystepowanie w funkcji uzytecznosci zmiennej k;y1 zamiast k;. Przede
wszystkim, gdyby uzyto k;, to optymalne inwestycje w ostatnim roku kadencji bylyby zerowe,
gdyz zgodnie z réwnaniem (2) na poziom infrastruktury w przysztym roku wplywaja inwestycje
z poprzedniego roku. W praktyce inwestycje samorzadowe w ostatnim roku kadencji odgry-
waja istotng role w pozyskaniu glosow wyborcéw. Mozna nawet postawi¢ hipoteze, ze obywa-
tele wynagradzaja wladze samorzadowe bardziej za przyrost infrastruktury niz za jej poziom,
ktory odziedziczyli po swoich poprzednikach. Jednak krancowa uzyteczno$¢ z infrastruktury -
jak z kazdego dobra - maleje, wiec w funkcji uzytecznoéci wystepuje poziom ki1, a nie zmiana.

2.2 Ograniczenia budzetowe

JST podlegaja w kazdym roku ograniczeniu budzetowemu (wg terminologii Kornaia - twar-
demu). Zalozono, ze suma wydatkéw i rozchodéw réwna sie sumie dochodéw i przychodéw
z zaciagnietych pozyczek i wyemitowanych obligacji. Jednak, zgodnie z art. 217 ust. 2 pkt 5-6
ustawy o finansach publicznych, deficyt budzetu JST moze by¢ dodatkowo sfinansowany przy-
chodami pochodzacymi m.in. z: nadwyzki budzetu JST z lat ubiegtych lub wolnych srodkéw jako
nadwyzki §rodkéw pienieznych na rachunku biezacym budzetu JST, wynikajacych z rozliczen
wyemitowanych papieréw wartosciowych, kredytéw i pozyczek z lat ubieglych.

Z dwéch powoddéw abstrahowano od nadwyzki zgromadzonej w latach ubieglych. Po pierw-
sze, zaktadajac, ze oprocentowanie dtugu jest wieksze niz depozytéw, samorzadom korzystniej
bytoby zredukowaé¢ wolne srodki do zera oraz sptaci¢ w tej samej kwocie dtug. Po drugie, w rze-
czywistodci nadwyzka z lat ubieglych stanowi érednio tylko 7% przychodéw gmin i miast powia-
towych. W 57% sa to kredyty, pozyczki i wyemitowane papiery warto$ciowe, a w 33% - wolne
$rodki wynikajace z rozliczen kredytéw, pozyczek i wyemitowanych papieréw warto$ciowych
z lat ubieglych. Ta ostatnia kategoria wystepuje, jezeli samorzady zaciagna kredyt w jednym

30 logarytmicznie modelowanej uzytecznosci pisal juz w X VIII wieku matematyk Bernoulli, jego praca zostata
przedrukowana w Econometrice (1954). Zalozyt on, ze , jakikolwiek wzrost majatku (...) bedzie zawsze skutko-
wal wzrostem uzytecznos$ci odwrotnie proporcjonalnym do ilosci débr juz posiadanych”; a funkcja spelniajaca
powyzszy warunek jest wtasnie logarytm.

1Co wiecej, dopiero potraktowanie dwéch pierwszych lat jako danych, czyli skrécenie horyzontu do roku
trzeciego i czwartego umozliwia rozwigzanie analityczne modelu.
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roku (np. w grudniu) w celu wydania tych srodkéw w roku nastepnym (np. w styczniu). W mo-
delu zacigganie pozyczek zachodzi dokladnie raz na rok, a popyt zglaszany przez samorzady
jest catkowicie zaspokajany po z gory okreslonej stopie procentowej. Dlatego modelowym de-
cydentom nie optacatoby sie zadluzanie sie z rocznym wyprzedzeniem. Wszystkie rozliczenia
kredytéw, pozyczek i papieréw wartoSciowych odbywaja sie w roku biezacym. W rezultacie,
90% przychodéw JST jest odwzorowane w modelu bez nadwyzki z lat ubieglych.

Zalozono dwa zrédta dochodéw: biezace i kapitalowe unijne (dalej, w skrécie: unijne). Przyjeto,
ze dochody biezace, y; (dotacje i subwencje z budzetu panstwa i srodkéw unijnych, wplywy
z podatkéw - PIT i CIT - oplaty i kary oraz dochody z majatku®) rosna w stalym tempie 7.
W modelu szereg y; = yo(1 + ~)! jest wiec géry ustalony, dlatego réwnanie na y nie zostalo
podane jako jedno z ograniczen w dalszej czedci rozdzialu. W rzeczywistosci dostep do srodkoéw
unijnych jest ograniczony, zatem w modelu zaktada si¢, ze dochody unijne w relacji do dochodéw
biezacych % nie moga przekroczy¢ limitu przeznaczonego dla danego JST - v:

u U,
0< 2 <2t =,

Yt Yt

Zrédlem przychodu netto z; jest zaciagnicta pozyczka albo kredyt w roku t lub tez, zgodnie
z inng interpretacja, wpltyw z wyemitowanych obligacji. Zmienna z; moze przyjmowaé wartosci
ujemne, co nalezy interpretowac jako splate netto czeéci zadtuzenia. Poczatkowy stan zadluzenia
by powiekszony o skumulowane pozyczki z kolejnych lat stanowi zadtuzenie w roku t:

t
bey1 = bo + Z Zr.
7=0

Wydatki moga by¢ przeznaczone na cztery cele. Z gory ustalone sg odsetki od zadtuzenia w wyso-
kosci iloczynu statej stopy procentowej i dtugu rb;. Decyzji podlega kwota przeznaczona na wy-
datki biezace ¢; (wszystkie oprocz odsetek i wydatkéw majatkowych), a takze inwestycje zwykle
iy oraz unijne (1+ 0)uy. Wspélezynnik 6 > 0 reprezentuje czesé finansowania inwestycji ze srod-
kéw wiasnych JST (tzw. wspoétfinansowanie).

Wydatki moga by¢ finansowane z dochodéw biezacych, unijnych lub zaciagnietych pozyczek.
Podsumowujac, ograniczenie budzetowe JST przedstawia si¢ nastepujaco:

(1—|—9)ut+it—{—ct+rbt:ut—l—yt—l—zt.

Inwestycje powodujg przyrost infrastruktury k¢, ktéra ulega corocznej deprecjacji o frakcje §. Pa-
rametr ten obejmuje takze wpltyw inflacji, tj. opisuje zmiane nominalnej wartosci infrastruktury
wynikajaca m.in. ze zmian cen. Warto zauwazy¢, ze w pierwszej kolejnodci optymalna decy-
zja wydaje sie realizowanie inwestycji unijnych, gdyz sa one czeéciowo finansowane ze srodkéw
zewnetrznych®. Nie jest jednak wykluczone, ze optymalny laczny poziom inwestycji powinien
przekroczy¢ (1 + 0)u; i woéwcezas jedynym wyjsciem jest realizowanie rowniez bardziej kosztow-
nych inwestycji zwyktych:

kt = ke—1(1—=0) + (1 + Q)ug—1 + i1

®Nie zdecydowano sie na wprowadzenie réwnania objasniajacego dochody z majatku za pomoca infrastruktury
k¢ ze wzgledu na mozliwe nadmierne skomplikowanie modelu.

SW wiekszosci przypadkéw rzeczywiscie tak powinno byé, ale nie jest to pewne ze wzgledu na wystepowanie
dochodéw unijnych w mianownikach indywidualnego wskaznika zadtuzenia (IWZ, szczegdly kilka akapitéw nizej).
Nie mozna wykluczyé, ze w pewnych wyjatkowych sytuacjach korzystne mogtoby byé¢ zmniejszenie w danym roku
(inne rozlozenie w czasie) inwestycji unijnych, a w konsekwencji: zmniejszenie dochodéw unijnych, zmniejszenie
mianownika IWZ i wreszcie - zwiekszenie przestrzeni fiskalne;j.
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Zmiennymi decyzyjnymi w tym modelu sa szeregi czasowe: wydatkow biezacych, inwestycji
unijnych i zwyktych, a takze kwoty zaciagnietego dtugu. Wszystkie te zmienne, oprocz ostatniej,
moga przyjmowac tylko wartosci nieujemne:

%)
AR

g
AR\

e 22

.
~+

2.3 Reguly fiskalne zapobiegajace eksplozji dlugu

Tak wyspecyfikowany model nie mialby rozwiagzania optymalnego. W ostatnim roku warto by-
loby bowiem zaciagaé jak najwiekszy (teoretycznie - nieskoriczenie wielki) dtug zj. Jego czes$é
(rz}) przeznaczono by na odsetki, natomiast pozostala czes¢ ((1 — r) z}) zwigkszalaby wydatki
biezace ¢4, ktére w sposob nieograniczony zwiekszalyby uzytecznosé. Wprawdzie odsetki po-
noszone z tytulu takiego dlugu stanowilyby wielkie obciazenie budzetu w przysztych latach,
ale z uwagi na czteroletni horyzont planowania, uzytecznoéé¢ z tych lat nie bytaby w ogdle brana
pod uwage. W rzeczywistosci politycy réwniez stoja przed pokusa prowadzenia nadmiernie eks-
pansywnej polityki budzetowej. Warto tu ponownie przywotaé ustalenia Besleya i Coate’a (2003)
o zawyzaniu wydatkéw publicznych przez rzady uwzgledniajace interesy wszystkich regionéw.

Dlatego samorzady podlegaja regutom fiskalnym zapisanym w ustawie o finansach publicznych.
Wilaczenie tych regut do modelu sprawia, ze eksplodujace zadtuzenie przestaje by¢ rozwigzaniem
dopuszczalnym. Istnieja dwie reguly fiskalne natozone na budzety samorzaddéw zaréwno ex ante,
jak i ex post: reguta nadwyzki operacyjnej oraz indywidualny limit zadluzenia.

Pierwsza regula nalozona na jednostki samorzadu terytorialnego zostala zapisana w art. 242
ustawy o finansach publicznych. Gtlosi ona, ze zaréwno planowane, jak i wykonane wydatki
biezace nie moga by¢é wyzsze niz dochody biezace powiekszone o nadwyzke budzetows z lat
ubieglych i wolne srodki. Artykul jest interpretowany tak, ze jesli skumulowany wynik za ubiegle
lata byl ujemny, to dochody biezace nie sa pomniejszane, a jesli dodatnie, to sa powiekszane.
Dokladne wytlumaczenie sposobu obliczenia tej kategorii podal Bitner (2014). W niniejszym
modelu nadwyzka z lat ubieglych nie jest modelowana, zatem opisywana tu regute mozna zapisaé
w nastepujacy sposob:

¢t + T’bt g Yt.

Od 2014 r., zgodnie z art. 243 ustawy o finansach publicznych, samorzady obowiazuje takze
przestrzeganie indywidualnych wskaznikéow zadtuzenia, wyrazonych wzorem:

X3be + riby <1 § yr + kL —cr —1rbs
3 2~

Y + ki 4w s Yr Tkt ur

)

gdzie: ¥’ - planowana na rok budzetowy laczna kwota z tytutu splat rat kredytéw i pozyczek”;
k' - dochody ze sprzedazy majatku. W powyzszej nieréwnosci wystepuja takze zmienne, ktérych
definicje z niniejszego modelu sa bardzo zblizone do definicji ustawowych. W celu zachowania
przejrzystoéci - pozostawiono ich oznaczenia bez zmian. Niemniej jednak nalezy zaznaczy¢, ze rb

7() oraz wykupéw papieréw wartoéciowych przeznaczonych na finansowanie planowanego deficytu budzetu,
sptate wczedniej zaciggnietych zobowigzan, wyprzedzajace finansowanie dzialan finansowanych ze $rodkéw po-
chodzacych z budzetu UE, a takze na finansowanie przedsiewzie¢ inwestycyjnych.
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w ustawie zdefiniowano jako planowane na rok budzetowy odsetki od kredytéw i pozyczek®;
y + k' + u - dochody ogétem budzetu w danym roku budzetowym; y - dochody biezace; c -
wydatki biezace.

W rozwazanym tutaj modelu uwzgledniono uproszczony wzor na limit zadluzenia, rezygnu-
jac ze zmiennej k' - dochodéw ze sprzedazy majatku. Uznano bowiem, ze sprzedaz majatku
nalezy traktowacé jako dzialanie wyjatkowe - jednorazowe, zatem nie moze stanowi¢ stalego zré-
dla finansowania wydatkéw. Ponadto mozliwosé sprzedazy majatku wymagataby podziatu tej
zmiennej na poszczegdlne (niejednorodne) typy, gdyz w przeciwnym razie, zakladajac inwesty-
cje (czyli zwigkszenie jednorodnego majatku) jednoczesna sprzedaz (zmniejszenie jednorodnego
majatku) nie miataby sensu. Co wiecej, z danych JST wynika, ze udzial tej kategorii dochodéw
jest niski.

Usci$lenia wymaga tez kwestia dochodéw. W statystyce samorzadéw, dochody ogdétem sktadaja
sie¢ z dochoddéw biezacych: krajowych i unijnych (nazwanych tak dla uproszczenia, w prawie
zostaly one okreslone w art. 5 ust. 1 pkt 2 i 3 ustawy o finansach publicznych, w szczegdlnosci
mogg pochodzi¢ z Norweskiego Mechanizmu Finansowego lub Szwajcarsko-Polskiego Programu
Wspélpracy) oraz majatkowych: ze sprzedazy majatku i pozostalych majatkowych - krajowych
i unijnych. W modelu wystepuje tylko jedna kategoria dochodéw unijnych - nalezy je trakto-
wac jako tylko majatkowe, gdyz w przeciwnym razie musialyby wystapi¢ w liczniku nieréwnoéci
(2). Wobec tego, dochody biezace modelowanej gminy, y;, zawieraja w sobie ksztaltowane eg-
zogenicznie dochody biezace: krajowe i unijne. W modelu nie wystepuja tez pozostate dochody
majatkowe, ktére maja dosé niski udziat w dochodach ogdltem, oraz dochody ze sprzedazy ma-
jatku, co zostalo wyjasnione w poprzednim akapicie. Jedyne zatem dochody majatkowe to uy.

Ponadto, zastgpiono splate rat kredytéw 2’ stalym odsetkiem zadluzenia, ktére zapada w danym
roku x - b;. Nalezy zaznaczyé, ze modelowany jest przyrost netto wartosci zadtuzenia (podobnie
jak majatku), a nie poszczegélne transakcje. Stala jest réwniez stopa procentowa r. Ponizsza
nierownos¢ uniemozliwia nieograniczone zacigganie dlugu w ostatnim roku:

(x +7)b 1 = Yr — Cr — 1T
N9 Z (2)

< Z 9T T T
yr+ur 3.5, wyrtus

3 Rozwigzanie modelu

3.1 Zapis rozwigzania modelu za pomoca warunkéw Karusha-Kuhna-Tuckera
Warunki konieczne, ktére musi spetniaé¢ rozwigzanie optymalne modelu, wynikaja z twierdzenia
Karusha, Kuhna i Tuckera (KKT), ktére brzmi nastepujaco (Chong, Zak, 2001, s. 397-398):

Rozwazmy problem optymalizacyjny:

min f(x)

h(x) =0,
g(z) <0,

8(...) zaciagnietych na pokrycie wystepujacego w ciagu roku przejéciowego deficytu budzetu, finansowanie
planowanego deficytu budzetu, splate wczesniej zaciagnietych zobowiazan, wyprzedzajace finansowanie dzia-
tan finansowanych ze srodkéw pochodzacych z budzetu UE oraz na finansowanie przedsiewzieé inwestycyjnych,
a takze odsetki i dyskonto od papieréw wartosciowych emitowanych na te cele oraz sptaty kwot wynikajacych
z udzielonych poreczen i gwarancji.
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gdzie f : R" - R, h : R" = R™, m <nig:R" — RP. Niech: J(z*) = {j : gj(x*) = 0}. Niech
x* bedzie punktem regularnym, tzn. takim, ze wektory:

Vhi(x*),Vg;(x*),1 <i<m,je J(x)
sg liniowo niezalezne. C! oznacza zbiér funkcji ciggltych i rézniczkowalnych w sposéb ciagly”.

Niech f,h,g € C'. Niech * bedzie punktem regularnym, stanowiacym ekstremum lokalne f,
pod warunkiem ze h(x) = 0, g(x) < 0. Wtedy istnieje A* € R™ (tzw. wektor mnoznikéw
Lagrange’a) i p* € RP (tzw. wektor mnoznikéw KKT), takie ze:

L p* >0
2. Df(x*) + NI Dh(z*) + p*T Dg(x*) = 07
3. wTg(z*)=0.

Dowéd mozna znalezé np. we wspomnianym podreczniku do optymalizacji autorstwa Chonga
i Zaka (2001, s. 399-401).

Model decyzyjny wiadz samorzadowych z warunkami w postaci KKT nalezy zapisa¢ w naste-
pujacy sposob:

4
max flx) = B'(alne + (1 —a)lnky 3
PR (z) ; (alnc + (1 —a)lnky) (3)
pw.Vte€1,2,3,4
hlt(CL’)2HUt+’it+Ct+Tbt—yt—Zt =0
t
hgt($) . bt+1 — b1 — Z Zr =0
=1
hgt($) . kt+1 — (1 — 5)]{715 — it — (]. + Q)Ut =0
g1t(T) * —u <0
ggt(.’IB) tUE — Ut < 0
gst(x) : —ct <0
gar(x) + —iy <0
(X + T)btJrl 1 i Yr — Cr — TbT
xr): —F——— — — — <0 4
() Yep1 + w1 3 T;_Q Yr +ur @
got(x) : ¢t + by — <0 (5)

dane: b*la b07 bla kl) C-1,Cp, U—-1, U, U5-

Rozwiazanie modelu polega na znalezieniu wartosci sktadowych wektora:

*

x* = [c] 3 C3 Cq Uy Up U3 Uy Ty 19 13 14 21 R 23 2]

spelniajacych warunki z twierdzenia KKT. Wymaga to policzenia pochodnych funkcji f(x) +
Ah(x) + pg(x). Jednoczednie, w przypadku kazdego warunku g;: jezeli g;(x) < 0, to uj = 0
i analogicznie: jezeli p1; > 0, to g;(x) = 0. Wynika to z faktu, Ze oba czynniki g;(x) i y; nie moga
by¢ jednoczesnie niezerowe, gdyz taki iloczyn mégltby by¢ tylko ujemny (co wynika z pierwszego
warunku KKT i tego, ze g; < 0), a woéwczas suma ujemnych i ewentualnie zerowych iloczynéw
databy liczbe ujemna, a nie zerowa, co wymaga trzeci warunek KKT.

9Zalozenia twierdzenia KKT mozna nieco ostabié, ale dla funkcji wykorzystanych w niniejszym modelu nie ma
to znaczenia (Palczewski, 2014, s. 57-58)
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Warunki Kuhna-Tuckera sa warunkami koniecznymi tylko wtedy, gdy spelnione sg warunki
tzw. kwalifikowalnosci'®. Moga istnie¢ bowiem rozwiazania optymalne, ktére nie spetniaja wa-
runkéw KKT, ale musiatyby one znajdowaé sie w specyficznie okre$lonych punktach brzego-
wych. W przyktadzie z podrozdziatu 3.3 pokazano, ze rozwiazanie analityczne modelu moze
sprowadzaé sie do znalezienia, przy ustalonej strukturze warunkéw ograniczajacych, optymal-
nego poziomu inwestycji zwyklych (i}). O poziomie tym zalozono w omawianym przykladzie,
ze nie jest zerowy, a zatem z géry przyjeto, ze nie moze znalezé sie w punkcie brzegowym.

Teoretycznie ekstreméw lokalnych spelniajacych warunki KKT mogloby by¢ wiecej niz jeden
i wéwezas nalezaloby wybraé sposrdd nich ekstremum (ewentualnie ekstrema) globalne. Jednak
»zaden punkt wewnetrzny zbioru rozwiazan dopuszczalnych, nie speilniajacy warunkéw KKT,
nie moze by¢ rozwiazaniem optymalnym” (Chiang, 1994). Oznacza to, ze jezeli ekstremum glo-
balne istnieje w punkcie wewnetrznym oraz jezeli zbiér punktéw spetniajacych warunki KKT
jest jednoelementowy, to punkt nalezacy do tego zbioru jest ekstremum globalnym. W dalszej
czedei pracy (w szezegblnosci w porozdziale 3.3 oraz czesci B i C aneksu) pokazano, ze punkty
speliajace warunki KKT dla pewnego podzbioru zbioru rozwiazan dopuszczalnych stanowia
rozwigzanie réwnania sze$ciennego. Spoérdd trzech takich rozwiazan, dwa stanowia liczby ze-
spolone, a tylko jeden nalezy do zbioru liczb rzeczywistych. Oznacza to, ze punkt ten musi by¢
globalnym rozwigzaniem optymalnym w ramach omawianego podzbioru.

Wyznaczenie pelnego rozwiazania analitycznego takiego modelu jest niewykonalne ze wzgledu
na ogromna ztozono$¢ zagadnienia. Juz nawet rozwiazanie dla trzeciego i czwartego roku (patrz
podrozdzial 3.3) wymaga bardzo zmudnych i czasochtonnych rachunkéw, ktére prowadza do réw-
nania sze$ciennego. Dlatego w kolejnych podrozdziatach zostana wyznaczone, metoda anali-
tyczna, fragmentaryczne rozwiazania modelu, dla ¢t = 3,4 (dla z géry ustalonych wartosci zmien-
nych decyzyjnych z lat ¢ = 1,2), a nastepnie, metoda numeryczna, pelne rozwiazanie modelu,
dla t =1,2,3,4. Innymi stowy, w kolejnych podrozdziatach przedstawione zostang rozwiazania
analityczne problemu (3) na pewnych podzbiorach pelnego zbioru rozwiazan dopuszczalnych.
Rozwiazania takie co do zasady nie beda stanowily globalnego maksimum problemu (3), jednak
pozwola zbudowaé¢ cenng intuicje odnosnie do funkcjonowania modelu. Pelne rozwigzanie mo-
delu zostanie wyznaczone metoda numeryczna w rozdziale 5, po kalibracji modelu w rozdziale 4.
Jak sie okaze, struktura warunkéw ograniczajacych w rozwigzaniu optymalnym z duzym praw-
dopodobienistwem bedzie zgodna z ta, ktéra zalozono na potrzeby rozwigzania analitycznego
w rozdziale 3. Pozwala to potwierdzi¢ praktyczng uzyteczno$é¢ przedstawionych tu analiz.

3.2 Analityczne rozwigzanie dla czwartego roku z napietym warunkiem IWZ

Upro$émy teraz problem, znajdujac ,,na skréty” optymalne wartosci dla zmiennych z roku czwar-
tego. W tym celu warunek hj4(x) nalezy przeksztalcié¢ do postaci:

Oug + 94 + c4 = 24 + Y4 — 7by.

Zmienne yy, by sa z géry ustalone w roku czwartym. Widac¢ zatem, ze suma wydatkow biezacych
i inwestycyjnych zalezy dodatnio od wielko$ci zaciggnietego dtugu w czwartym roku. Optymalnie
bytoby zatem powiekszy¢ dhug jak najbardziej to mozliwe, czyli na tyle, na ile pozwalaja reguty
fiskalne. Z analizy rozwigzan optymalnych uzyskanych za pomoca metod numerycznych (rozdz.
3.4) wynika, ze prawie zawsze napiety jest warunek indywidualnego wskaznika zadluzenia (IWZ,

1087 czegblows, dyskusje na ten temat mozna znalezé np. w podreczniku do ekonomii matematycznej Chianga
(1994).
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patrz réwnanie (4)), a bardzo rzadko - zréwnowazonego wyniku biezacego (ZWB, patrz réwnanie
(5)). Dlatego dalej zalozono, ze IWZ jest warunkiem napietym, a ZWB - luZnym.

Z napietego warunku IWZ mozna wyprowadzi¢ wzor na optymalny deficyt w roku czwartym:

(X+Tb5_1zy7'_7'_ 7':>

y5+u5 =2 yT+uT
1 b
:>ZZ y5+u5 72% Cr 07 —b4
X+ 3722 Yr + ur

Nastepnie mozna przeksztalcié ograniczenie budzetowe tak, aby po lewej stronie wystepowaly
tylko zmienne decyzyjne (poniewaz powinny przyja¢ optymalne wartosci, to zostaly oznaczone
gwiazdkami), a po prawej stronie - zmienne z géry ustalone w roku czwartym (ich suma to
¢ = const|;—4). Wyjatek stanowi zmienna us < Us, ktérej wartosé jest okreslana dopiero przez
nastepne wladze samorzadowe, co wykracza poza omawiane tu zagadnienie optymalizacyjne.
Na potrzeby rozwigzania mozna zatozyé¢, ze w roku piatym kwota inwestycji unijnych opiewa
na maksymalny limit, tj. uf = Us.

Ouy + iy +cy +1by = 25 +ys =
lys+Us 1 >y5+U51y4—7“b4_¢ ©6)

=0uy+iy+ecy |1+ =
s 4( 3 x+r yatuj X+r 3 ys+u;

Czynnik dyskontujacy $* mozna w funkcji celu pominaé, gdyz w tym rozdziale brany pod uwage
jest tylko jeden rok. Model optymalizacyjny mozna zapisa¢ zatem w nastepujacy sposéb:

max (alncs + (1 — a)lnks)

Calayia
p-w
9u4+z'4+(:4(1+y5+U5 = )—y5+U51y4_rb4—¢:0
3 xX+7r ys+uy X+7r 3ys+ug
—c4 <0
—i4 <0
—uy <0
ug — Uy <0
cq + by = ya.

Funkcja Lagrange’a i warunki konieczne (pierwszego rzedu) przedstawiaja si¢ nastepujaco:

ZLcg,ug,iq) =alneg + (1 —a)In (1 —0)ks + (1 + 0)ug +iq) +
lys +Us 1 ys + Us Lys — 10y
3 x+r y4+u4>_ X+7r 3yatus
—pics — poig — paug + pa(ug — Uy)

0% 1ys + U 1
:Cf<+)\<1+y5 ° )—u’{zo
Ocy c 3 x+1r yat+u

+A {9u4+i4 +c <1 + =

0L _ 1-a N =0
Bis (1= ks + (1 + 0)uj + 4 <
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lys +Us 1 )
+>\*(0+ —1rbs—c))= —us+ ;= 0.
(Y4 4 4)3 X+7 (yitui)? M3 T Hy

0L (1—a)(1+0)
Ous (1 —8)ka+ (14 0)uj + 14}

Teoretycznie nalezaloby rozwazyé szesnascie (2*) zestawéw potencjalnych rozwigzan optymal-
nych, gdyz kazdy z czterech parametréw p; moze przyjac¢ wartosé zerowa lub dodatnia. Ponizej
przeanalizowano jednak tylko cztery wybrane warianty. Przede wszystkim zalozono, ze ¢ > 0,
co implikuje p1 = 0, a jednoczeénie pozwala uniknaé rozpatrywania o$miu wariantow. Trudno
bowiem wyobrazi¢ sobie samorzad, nawet o bardzo zlym stanie infrastruktury, w ktérym nie po-
niesiono by zadnych wydatkéw biezacych. Zrezygnowano takze z dwdch nierealistycznych sce-
nariuszy: zerowych inwestycji zwyktych i unijnych doktadnie réwnych limitowi oraz dodatnich
inwestycji zwyktych i zerowych unijnych, a takze dwoch sprzecznych scenariuszy, ktére zakla-
dalyby zerowe i zarazem réwne limitowi inwestycje unijne (przy zerowych lub dodatnich in-
westycjach zwyktych). Ponizej wyrézniono zatem cztery rodzaje rozwiazan, z ktérych ostatnie
zastluguje na szczegblna uwage.

Zbieznosé ponizszych rozwiazan, uzyskanych metoda analityczna, z rozwiazaniami otrzymanymi
dzieki numerycznym metodom optymalizacyjnym, zaprezentowano szczegbélowo w aneksie A.
Wyjatek stanowi wariant trzeci, ktéry nie zostal uwzgledniony w aneksie (jest malo realny),
lecz metoda postepowania w jego przypadku bytaby analogiczna do wariantu drugiego.

Wariant 1

Jezeli wartosé (1 — d)ky4 jest odpowiednio wysoka, to najwieksza uzytecznosé przynosi prze-
znaczenie calych dostepnych funduszy na wydatki biezace. Warunek (7) oznacza, ze kraiicowa
uzytecznos¢ z wydatkéw biezacych sfinansowanych z catego dostepnego budzetu jest wyzsza niz
z dowolnie matego powigkszenia infrastruktury:

af of
— > _——dlaks=(1-90)k 7
Des By 2 Ko = (1= 0} @)
lys+Us 1
a(l—i_gyx-l—?" y4+u4> > -«
L CLT
uy =0
in=0
1ys5+Us ya—rby
o= ¢+ 355 T (8)
1ys+Us 1
I+35F w

Wariant 11

Jezeli warto$é (1 — d)ky jest nizsza, tzn. gdy warunek (7) nie zachodzi, to optymalnie jest prze-
znaczy¢ pewna czes¢ budzetu na inwestycje. Ponizej zaklada sie, ze optymalne inwestycje unijne
nie przekrocza maksymalnej kwoty Us. W pierwszej kolejnosci zazwyczaj (przeciwny przypadek
zostal oméwiony w dalszej czesci pracy) powinny by¢ realizowane inwestycje unijne, gdyz sa tan-
sze. Jesli wiec ich wysokos¢ nie przekracza ustalonej granicy, wowczas realizacja jakichkolwiek
inwestycji ze $rodkéw wlasnych moze nie mie¢ uzasadnienia.
Uy >uy >0
iy=0
;>0
pz >0
pz =0
py = 0.
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Wartosci trzech niewiadomych: uj}, ¢j i A* mozna otrzymaé, rozwiazujac uklad trzech réwnan
zlozonych z nizej zapisanych warunkéw I rzedu oraz ograniczenia budzetowego (6). Warto nad-
mieni¢, iz pb nie znajduje sie w tych réwnaniach, poniewaz parametr ten pelni role pomocnicza
- moze on zostac¢ obliczony z warunku I rzedu dla 7j.

0% 1 U 1
—O‘+A*(1+y5+ ° >:0 (9)

dey 3 x+7 ystul

02  (1—a)(1+0)

lys +Us 1 )

= = +A*(9+ —rbs — c})5 =0 (10

dus  (1—0)ks+ (1+0)u] (s =rba—ch)3= = (ya + u})? (10)
lys+Us 1 ys +Us 1ys — by

Ouj + *<1+ >— > = ¢. 11

data 3 X+ ys+u X+r 3ys+u) ¢ (11)

Préba analitycznego rozwigzania powyzszego uktadu réwnan prowadzi do na tyle skomplikowa-
nych rachunkéw, ze nie zostaly przedstawione. Co wiecej, nalezy uznaé catkowity brak inwestycji
wlasnych samorzadu za mato prawdopodobng sytuacje. Niemniej jednak, optymalne rozwiaza-
nie mozna uzyskaé za pomoca numerycznych metod optymalizacji, o ile otrzymane rozwiazane
spelnia powyzsze rownania.

Wariant IIT

Jednoczesnie mogg by¢ wykonywane inwestycje wlasne oraz unijne w wysokoéci ponizej limitu.
Wynika to z faktu, iz wysoki poziom inwestycji unijnych moze utrudnié¢ speinianie reguty IWZ
w czwartym roku. Spowodowalby bowiem wzrost dochodéw JST, przez co w niektérych przy-
padkach mégltby zmniejszy¢ przestrzen na odsetki i splate rat zadtuzenia. Dlatego, wbrew intu-
icji, inwestowanie ze $rodkéw wiasnych czasami moze by¢ optymalne mimo mozliwoéci tanszego
finansowania unijnego. Podobnie jak w wariancie drugim, takze w tym przypadku podanie
optymalnego rozwiazania w postaci analitycznej bylo niemozliwe z uwagi na stopien ztozonoéci
rachunkéw.

Uy >uy >0
iy >0
c; >0
pz =0
pz =0
py =0

1 U 1
:i+>\*<1+y5+ 5 *):0
Ocy c 3 X+71r ysatuy

0z _ S +A* =0

iy (1—=0)ks+ (1+0)uj + 14} -
lys+Us 1 )

= =0

3 x+r (yatup)?

lys +Us 1 )_y5+U51y4—rb4

9u*+z‘*+c*<1+
praTH 3 xX+7r ystu X+r 3ys+u)

02  (1-a)1+0) ( )
dus At arog g 0+ Bemrba—c)

= 6.

Wariant IV
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Jezeli warto$¢ (1 — 9)ky4 jest odpowiednio niska, moze oplacaé si¢ zrealizowaé inwestycje unijne
na mozliwie najwieksza skale, a dodatkowo zrealizowaé inwestycje zwykte. Jest to najbardziej

prawdopodobny wariant:

uy = Uy
iy >0
;>0
py =
pz =
py >0

1ys 4+ Us 1 o

:Oi+)\*<1+ >:0:>C4:—
C4

3 x+r ys+Uy 2 <1+1y5+U5 1

0z _ L—o PN =0 =1
dig  (1=0)ka+ (1+06)Us+ 15 - T x
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_ g (1+1y5+U5 1 >_y5—|—U51y4—rb4_
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R e 3 x+r ya+Us) x+r 3yt Us

11—« a y5—|—U51y4—7“b4
oU, — — (1 =)k — (140U — — — - -
1 A* ( Jha = ) A¥ x+7r 3ys+ Uy
1 ys +Us 1ys — by
Uy — — — (1= kg — - -
DY ( s X+7r 3ys+ Uy

A= !
¢+ LotTo LUth 4 4 (1 — 6)ky

¢+ BAE LU 4 (1 — §)ky + Uy)

1ys+Us 1
1+ 3 x+r yat+Uy

ys + Us Lys —rby
X+r 3ys+ Uy

)
N
Il

= (1—a) <¢+ )—a(1—5)k4—(9+a)U4.

3 x+r ya+Us

— (1= ks — (1 4+ 6)Uy

(12)

(13)

Optymalny poziom wydatkow biezacych zalezy dodatnio od: parametru « opisujacego preferen-
cje samorzadéw w odniesieniu do ¢, stalej ¢g oraz dochoddéw y4, ktére wyznaczaja przestrzen
fiskalna, infrastruktury k4 (im wieksza, tym mniej potrzebne sa inwestycje) oraz limitu Uy
(im wiekszy, tym wystarczy realizowa¢ mniej inwestycji zwyklych). Z kolei optymalny poziom
inwestycji zwyktych réowniez zaleza dodatnio od ¢g i y4, a ujemnie od: «, k4, Uy, a takze 6.

3.3 Analityczne rozwigzanie dla trzeciego roku z napietym warunkiem IWZ

Po znalezieniu optymalnych wartosci zmiennych decyzyjnych z roku czwartego, mozna przejsé
do poszukiwania rozwigzan dla roku trzeciego. W tym celu problem decyzyjny zostal najpierw
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przeformulowany w warunkach roku trzeciego, a nastepnie rozwiazany za pomoca warunkéw
KKT. Funkcja celu tego problemu ma nastepujaca postac:

max f(x3) = 6% (alnes + (1 — a)lnky) + % (alnc; + (1 — a)Ink}).

€3,U3,13,23

Zaklada sie, ze w czwartym roku realizowany jest wariant czwarty z podrozdziatu 3.2, t.j. z in-
westycjami unijnymi na maksymalnym poziomie. Wariant ten wydaje sie by¢ najbardziej reali-
styczny, gdyz z symulacji opisanych w podrozdziale 4.2 wynika, ze w zdecydowanej wiekszosci
przypadkow taki wariant jest optymalny. Ponadto, mozna domniemywaé, ze inwestycje w czwar-
tym roku moga by¢ wyjatkowo wysokie z uwagi na ignorowanie przez decydentéw przyszlego
zadluzenia oraz IWZ dotyczacych przysztych lat. Warto$¢ funkcji mozna dla uproszczenia po-
dzieli¢ przez B3:

fles) =alnes + (1 — o) In((1 — 6)ks + (1 + O)us +i3)+

x+r 3 T=2  yrtur yq4+Uq

© faln (a (sl (309 wroeomrbe g wazrba) (14 )by +ya + (1 — 8)((1 — 8)ks + (1+ O)us +i3) + Us)

1ys5+Us 1
1+ 3 x+r yatUs

+B(1—a)In((1 = a)(1 — 8)((1 — 8)ks + (1 + O)us +is) + (1 + O)Us+

y5+U5 Yr — Cr — T 7' y4—Tb4
1-— E —(1 b — (0 U
+( “ <X+T 3( y‘r+UT y4+U4> ( +r)4+y4> ( +a) 4)

T=2

p.W.
h13(1133) :Ous + i3+ c3+1rbs —y3 — 23 =0 (14)
h23(:133) : b4 — b3 — Z3 =0 (15)
g13(x3) : —us <0
g23(x3) 1 uz — Us <0
g33(x3) : —c3 <0
gaz(x3) © —i3 <0
(x +7m)by 1 (y1—61—7“bl Y2 — c2 — by y3—63—7“53>

) : _Z + + <0 16
953(®3) ys+Us 3 Y1+ uq Y2 + U2 Y3 + u3 (16)
g63(x3) 1 c3 + b3 — y3 <0.  (17)

Powyzszy problem mozna uprosci¢ poprzez wyeliminowanie zmiennych by i z3, ktérych wartosci
moga zostaé obliczone rezydualnie, po znalezieniu optymalnych wartoéci pozostatych zmiennych
decyzyjnych us, i3 i c3:

z3 = Quz + i3 + c3 + bz — ys3, (18)

by = bs + Ous + i3 + c3 + rby — ys. (19)

Dzieki powyzszym przeksztalceniom, problem ogranicza sie do trzech zmiennych decyzyjnych:
us, i3 i c3. Wyeliminowane zostaja tez warunki ograniczajace (14) i (15), ktére zostana wyko-
rzystane dopiero w celu obliczenia by i z3. Modyfikacji ulegnie takze warunek (16):

gs3() : (x+7)(bs+0us+is+cs+rbs—ys) 1 <y1—01—rb1 +y2—62—1"b2 +y3—63—rb3> <o.

ya + Us 3 Y1 + w1 Y2 + Uz Y3 + us
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Wydatki biezace wynikaja z napietego warunku IWZ.

Ponizej zalozono takze, ze warunek (16) jest bardziej rygorystyczny od warunku (17). Z analizy
zaprezentowanej w podrozdziale 4.2 wynika, ze warunek IWZ jest napiety prawie zawsze, a re-
gula zrownowazonego wyniku biezacego - rzadko. Co wiecej, JST wystepuja przeciwko regule
IWZ!Y | a nie zréwnowazonego wyniku biezacego, z czego mozna wnioskowaé, ze maja wicksze
problemy z wypelnieniem IWZ. W zwiazku z tym zalozono, ze w rozwiazaniu optymalnym
c3 + rbs < ys.

Dodatkowo mozna zaltozyé, ze cg > 0, poniewaz dla c3 = 0 uzytecznoéé¢ z krancowego przyrostu
wydatkéw biezacych bylaby nieskonczenie wielka. Podobnie, jak w roku czwartym, dla roku
trzeciego mozna takze zatozy¢ maksymalne mozliwe finansowanie inwestycji ze Srodkéw unij-
nych (patrz podrozdzial 4.1). W zwiazku z tym mnozniki KKT py3 = 0, ps3 = 0, natomiast
ug = Us, zatem us przestaje by¢ zmienna decyzyjna. Pozostaja zatem niewiadome wartosci
dwéch zmiennych decyzyjnych: c3 oraz i3, a takze jednego mnoznika KKT: ps3. Tym trzem
niewiadomym odpowiadaja trzy réwnania. Dwa réwnania stanowig warunki pierwszego rzedu,
a jedno - zwiagzane jest ze spelnieniem reguly IWZ z réwnoscia.

W nastepstwie poczynienia powyzszych zalozen utworzono funkcje Lagrange’a w postaci:

5
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+ M53 -5 + + .
ya + Uy 3 Y1+ u1 y2 + u2 y3 + Us
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Nastepnie wyprowadzono dwa warunki pierwszego rzedu, czyli obliczono pochodne funkcji La-
grange’a po c3 i i3 oraz przyréwnano je do zera. Polaczenie dwéch réwnan w jedno umozliwito
wyeliminowanie mnoznika ps3 o nieznanej wartosci. Po pewnych przeksztalceniach wykorzy-
stano réwnanie na napiety warunek IWZ. Dzigki niemu mozna byto wyznaczy¢ c3 jako funkcje
i3. Ostatecznie zatem w rachunkach pozostanie jedna zmienna decyzyjna - i3 i jedno (skompli-
kowane) réwnanie. W celu latwiejszego wykonania obliczen, zastapiono dlugie i ztozone wyrazy
(niezalezne od zmiennej decyzyjnej i3) w poszczegélnych utamkach tego réwnania, pojedyn-
czymi symbolami pomocniczymi i uzyskano w ten sposob proste réwnanie. Dalsze przeksztalce-
nia prostego rownania doprowadzily do uzyskania réwnania sze$ciennego. Istnieja trzy mozliwe
rozwigzania réwnania szesciennego w dziedzinie liczb zespolonych. Szczegotowe obliczenia za-
prezentowano w czeSci B aneksu.

Ze wszystkich symulacji wynika, ze sposrdd trzech wyzej wymienionych rozwiazan réwnania sze-
Sciennego, tylko jedno (26) nalezy do zbioru liczb rzeczywistych. Pozostate naleza do zbioru liczb

1 Wprowadzony w 2014 r. indywidualny wskaznik zadluzenia samorzadéw wymaga zmiany lub wrecz likwi-
dacji, bo dusi inwestycje i nie pozwoli wykorzysta¢ srodkéw unijnych - przekonywali uczestnicy piatkowej debaty
zorganizowanej przez Serwis Samorzadowy PAP. (PAP, 2015) ,,Samorzadowcy wskazuja, ze gorset, ktéry wskaz-
nik naktada na JST, jest zbyt ciasny.” (Portal Samorzadowy, 2016)
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zespolonych i nie maja interpretacji ekonomicznej. Poprawnoéé wyniku zostata zweryfikowana
dzieki zgodnosci rozwigzania numerycznego z rozwiazaniem (26) wyprowadzonym analitycznie.
Numeryczny algorytm optymalizacyjny startujacy z arbitralnych (dowolnych) wartosci zmien-
nych wielokrotnie odnajdywal bowiem te same rozwigzania optymalne, co wynikajace ze wzoru
(26). Z drugiej strony, algorytmy numeryczne moga znajdywaé ekstrema lokalne, a nie glo-
balne. Jedli jednak rozwiazanie analityczne jest takie samo, to dowodzi to globalnosci danego
ekstremum (przy zalozeniu danej struktury warunkéw ograniczajacych). Poréwnanie wynikéw
osigganych za pomoca metody analitycznej i numerycznej znajduje sie w czesci B aneksu.

3.4 Numeryczna metoda rozwigzania modelu

Analityczna metoda rozwigzania modelu, zaprezentowana w podrozdziatach 3.2 - 3.3 gwarantuje
uzyskanie optymalnego wyniku jedynie w pewnym podzbiorze zbioru rozwiazan dopuszczalnych,
ktory cechuje z géry ustalona struktura warunkéw ograniczajacych (czyli okreslony ex ante po-
dzial na warunki luzne i napiete). Metoda numeryczna, opisana w niniejszym podrozdziale, jest
komplementarna wzgledem analitycznej. Po pierwsze, wykonana tylko dla trzeciego i czwartego
roku, pozwala sprawdzi¢, czy rozwiazujac model bez zakladania struktury warunkow ograni-
czajacych, rozwigzanie wskazywane jako optymalne jest takie samo, co w rozwiazaniu anali-
tycznym. Wprawdzie taka kontrolna weryfikacja nie zapewnia catkowitej pewnoéci, ale jednak
gwarantuje bardzo wysokie prawdopodobienistwo otrzymania optymalnego rezultatu. Po dru-
gie, metoda numeryczna umozliwia, w przeciwienstwie do analitycznej, znalezienie rozwiazania
dla calej czteroletniej kadencji wladz samorzadowych.

Wiarygodnosé zaproponowanej tu numerycznej metody wynika z tego, ze stanowi ona meta-
algorytm wykorzystujacy jednoczesnie dwanascie metod optymalizacji zawartych w pakiecie
optimz (Nash i Varadhan, 2011 i Nash, 2014) systemu R. W pierwszym kroku tego meta-
algorytmu, wykonywane sg niezaleznie, przy zatozeniu losowych wartosci startowych, algorytmy
dwunastu numerycznych metod optymalizacji. Kazdy z tych dwunastu algorytméw sktada sie
z od kilku do nawet kilkuset krokow, w zaleznosci od tego, jak szybko uzyskiwana jest zbieznos¢.
Czes¢ z tych metod w ogdle nie znajduje dopuszczalnego rozwigzania, ale zazwyczaj przynaj-
mniej jedna z nich jest w stanie uzyskaé¢ pewne rozwigzanie. Jednak taki wynik jest przewaznie
tylko ekstremum lokalnym. Numeryczne metody optymalizacji sa bowiem wrazliwe na wartosci
startowe i jezeli algorytm rozpocznie swoje dzialanie na obszarze odleglym od optimum global-
nego, to mozliwe jest jego ,utkniecie” w punkcie stanowigcym ekstremum lokalne. Co wigcej,
w podsumowaniu pierwszego kroku meta-algorytmu, rézne metody wskazuja czesto na roézne
rozwigzania optymalne, o réznych wartoéciach funkcji celu, a przeciez tylko co najwyzej jedno
z nich, tj. generujace najwyzsza uzytecznosé, moze by¢ ekstremum globalnym. Dlatego w drugim
kroku meta-algorytmu, ponownie wykonuje sie dwanascie algorytméw, tym razem z wartoscia
startowsa bedaca rozwiazaniem o najwyzszej uzytecznoéci sposréd uzyskanych w kroku pierw-
szym. Kolejne iteracje sg wykonywane, dopoki warto$¢ najlepszego rozwiazania, z dwunastu
wskazywanych jako optymalne, nie stabilizuje sie.

Dwanascie stosowanych w meta-algorytmie numerycznych metod optymalizacji mozna podzielié
na: niewykorzystujace pochodnych (nelder-mead, newuoa, bobyqa, nmkb, hjkb), newtonowskie
(nlm, nlmind), quasi-newtonowskie (BFGS, L-BFGS-B, ucminf) i gradientowe (CG, spg). Na-
lezy zaznaczyé, ze terminologia ta pochodzi z opracowania Nasha i Varadhana (2011, s. 5)
i nie jest catkowicie precyzyjna. Wynika to z faktu, ze zazwyczaj algorytm optymalizacyjny
mozna uruchomié¢ z podaniem w roli argumentu funkcji gradientu i/lub hesjanu albo bez po-
dawania tych funkcji. W zaleznosci od tego konieczna bedzie aproksymacja gradientu i/lub
hesjanu lub tez nie bedzie ona wymagana. W efekcie, metode mozna okresli¢ mianem quasi-
newtonowskiej albo newtonowskiej.
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Metody niewykorzystujace pochodnych sa rozwinieciem popularnej metody Neldera - Meada
(1965). W uproszczeniu, polega ona na stopniowym przeksztalcaniu sympleksu (w przestrzeni
dwuwymiarowej jest to trojkat, w trojwymiarowej - czworoscian itd.) - tak, aby w kolejnej iteracji
najgorszy (tj. o najgorszej wartosci funkcji celu) punkt zastapi¢ nowym, specjalnie utworzonym
punktem. Dzieki temu sympleks przesuwa sie¢ w strone przeciwna niz najgorszy punkt. Krok
przesuniecia wydtuza sie, jezeli nowy punkt staje sie najlepszym sposrod wierzchotkéw sym-
pleksu lub skraca, gdy nowy punkt jest lepszy jedynie od dotychczas najgorszego wierzchotka.

Bardziej zlozonym algorytmem nie wymagajacym pochodnych jest newuoa (Powell, 2007), kt6-
rego nazwa prawdopodobnie pochodzi od akronimu: ,NEW Unconstrained Optimization Algo-
rithm” (nowy algorytm optymalizacji bez ograniczen). Polega on na utworzeniu, w kazdej, k-tej
iteracji, funkcji qi za pomocg kwadratowej interpolacji funkcji celu f o n zmiennych, a nastepnie
minimalizacji g, w obrebie dopuszczalnego obszaru (ang. trust region), ktéry stopniowo ulega
zawezeniu. Interpolacja nie zaktada jednak stycznosci funkcji ¢ z funkcja f w n punktach, tylko
w m < n, a dodatkowymi warunkami niezbednymi do wyznaczenia wspélczynnikéw funkeji @
sa warunki na to, aby macierze drugich pochodnych ¢ w kolejnych iteracjach byty mozliwie zbli-
zone (w sensie normy Frobeniusa, czyli pierwiastka z sumy kwadratéw wszystkich elementéw
macierzy).

Na bazie algorytmu newuoa, Powell (2007) utworzyt algorytm bobyga (,,Bound Optimization
BY Quadratic Approximation” - optymalizacja z ograniczeniami poprzez aproksymacje kwadra-
towa), ktéry rézni sie od poprzedniego wprowadzonymi do modelu optymalizacyjnego ograni-
czeniami natozonymi na zmienne decyzyjne. Uwzglednienie ograniczen pozwala na uproszczenie
i skrocenie pewnych obliczeni. Autorzy pakietu optimz zastrzegli (Nash i Varadhan, 2011, s. 4),
ze dopiero testuja, czy bobyqa rozwiazuje problemy bez ograniczen tak skutecznie jak newuoa.
Dlatego na razie obie metody zostaly zawarte w pakiecie.

Kelley (1999, s. 141) zauwazyl, ze algorytm Neldera-Meada ma tendencje do utykania w ekstre-
mum lokalnym. Kryterium detekcji utkniecia, jakie przyjal, polegato na sprawdzeniu, czy war-
tos¢ funkcji celu w najlepszym wierzchotku poprawia sie wystarczajaco silnie w kolejnej itera-
cji. Postep 6w jest porownywany z kwadratowa norma gradientu sympleksu pomnozona przez
niewielka stala. Jezeli postep wystepuje, ale jest niewystarczajacy, algorytm ulega ukierunko-
wanemu restartowi (ang. oriented restart). Wszystkie wierzchotki, poza najlepszym, zostaja
przesuniete o polowe odleglosci miedzy najlepszym wierzchotkiem a jego najblizszym sasiadem.
Taki zabieg zapewnia tez korzystna wlasciwosé sympleksu, tj. ograniczenie wzrostu wspdtczyn-
nika uwarunkowania (ilorazu norm macierzy i jej odwrotnosci). W pakiecie optimz metoda
nmkb zostata zaimplementowana za zgoda Kelleya przez Varadhana, ktory dokonal ,pewnych
nietrywialnych modyfikacji” (szczegdly w dokumentacji pakietu dfoptim).

Ostatnim algorytmem niewymagajacym obliczania pochodnych jest algorytm Hooka-Jeevesa
(1961), wprowadzony do pakietu dfoptim przez Borchersa réwniez na podstawie algorytmu
z ksiazki Kelleya (1999), a nastepnie wykorzystany w pakiecie optimz. Metoda Hooka-Jeevesa
wymaga okreslenia ex ante punktu startowego i macierzy bazy ortogonalnej (moze by¢ nia
np. macierz jednostkowa). Najpierw sprawdzane sa wartosci funkcji celu w kolejnych punktach
potozonych w ustalonej odlegltosci, w kierunkach wyznaczonych przez wektory ww. macierzy
oraz w kierunkach im przeciwnych (czyli w wybranych punktach ,naokoto” punktu centralnego).
Gdy tylko w pewnym punkcie nastapi poprawa wartosci funkcji, to staje sie on nowym punktem
bazowym. Jednak, wbhrew intuicji, nie staje si¢ on nowym centralnym punktem w drugiej rundzie
eksploracji punktéw. Algorytm Hooka-Jeevesa okresla si¢ mianem ,agresywnego” (Kelley, 1999,
s. 146), gdyz nowym centrum staje si¢ punkt polozony w tym samym kierunku, co nowy punkt
bazowy, ale dwa razy dalej od poprzedniego punktu centralnego. Dzieki temu ogranicza sie
czestosé ponownego sprawdzania tych samych punktéw. Jezeli w nowej iteracji nie uda sie
uzyskaé poprawy, to nowym centrum staje sie dotychczasowy punkt bazowy. Jezeli powtornie
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obnizenie wartosci funkcji celu nie bedzie mozliwe, to skracana jest odlegtoéé, zgodnie z ktoéra
wyznaczane sg punkty ,naokoto” punktu centralnego. Algorytm konczy dziatanie, gdy odlegtosé
ta obnizy sie ponizej ustalonego progu.

Celem lepszego przyblizenia metod newtonowskich i quasi-newtonowskich, wykorzystujacych
nie tylko wektor pierwszych, ale takze macierz drugich pochodnych zwang hesjanem, warto
zaczaé od przedstawienia klasycznej metody Newtona. Zgodnie z twierdzeniem Taylora, funkcje
nieliniowa f(x) mozna aproksymowaé¢ w otoczeniu punktu z. za pomoca nastepujacej funkeji
kwadratowej (por. Kelley, 1999, s. 15):

F(@) % me(e) = f(w0) + Vo) 0 = 20) + 50 = 20) V2 () = ).

Jezeli V2f(z.) jest macierza dodatnio okreslona, to z, stanowi minimum lokalne f(z), gdy
Vme(zy) =0.

0=Vme(ay) = Vf(ze) + V2f(xe) (s — )

Stad:
Ty = Te— (VQf(:nC))_IVf(ﬂfc)

V2f(xc)(x+ —xc) = =V f(z).

Podstawowym algorytmem stuzacym do poszukiwania minimum lokalnego jest metoda New-
tona:

1. Oblicz |V f(z)]|
2. (a) Dopdki [[Vf(z)| > ¢
(b) Oblicz V2f(x)
(c) Rozwiaz V2f(z)d = —V f(z)
(d)
)

d) Zastap x przez x +d

(e) Oblicz V f(x).

Istnieje wiele odmian metody Newtona. Wektor g przyblizajacy gradient V f moze by¢ obli-
czany w kroku (e) ze wzoru analitycznego albo aproksymowany za pomoca skoniczonych réznic,
macierz H przyblizajaca hesjan V2 f moze by¢ kalkulowana w kroku (b) jeszcze na trzeci sposéb
- metoda BFGS - od nazwisk autoréw: Broydena, Fletchera, Goldfarba i Shano (Head, Zerner,
1985). W niektérych algorytmach, w celu zaoszczedzenia czasu, kalkulacja gradientu i hesjanu
nie odbywa sie w kazdej iteracji. W pewnych algorytmach nowy x powstaje w kroku (d) z kolei
poprzez dodanie do starego x pewnej modyfikacji d, tj. Ad, gdzie X\ okresla dlugos¢ kroku w kie-
runku gradientu za pomoca jednej z metod: wyszukiwania liniowego (Kelley, 1999, s. 39-50),
dogleg (Dennis, Mei, 1979) lub hookstep (Moré, 1978). Wiecej na temat réznych odmian metody
Newtona mozna przeczytaé w artykule Schnabela, Koontza i Weissa (1985). Inng wazna kwestie
stanowi spos6b rozwiazania uktadu réwnan (c). Zazwyczaj stosowana jest w tym celu metoda
dekompozycji macierzy Choleskiego, lecz wymaga ona dodatniej okreslonosci macierzy wspot-
czynnikéw uktadu réownan. Powstaly zatem metody odporne na brak dodatniej okreslonosci
V2 f - wykorzystuja one inne macierze wspétczynnikéw - naleza do nich m.in. dogleg i hookstep.
Generalnie, metody polegajace na aproksymacji, a nie obliczaniu wprost hesjanu nazywaja sie
quasi-newtonowskimi.
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W pakiecie optimz zostaly zaimplementowane dwa algorytmy newtonowskie (Nash i Varadhan,
2011, s. 5). Oznacza to, ze dopuszczaja one podanie funkcji obliczajacej hesjan, co umozliwia
zastosowanie wprost metody Newtona. Jednak w niniejszej pracy nie skorzystano z tej opcji.
Zamiast niej, we wszystkich algorytmach newtonowskich i quasi-newtonowskich zastosowano
numeryczne przyblizenia gradientu i hesjanu, czyli w praktyce postugiwano sie algorytmami
quasi-newtonowskimi.

Pierwszy algorytm, nim (ang. nonlinear minimization) zostal opracowany na podstawie algo-
rytmu stworzonego przez Dennisa i Schnabela (1983), opisanego takze w pracy Schnabela, Ko-
ontza i Weissa (1985). Procedura nlm wykorzystuje przeszukiwanie liniowe w etapie (d) wyzej
przytoczonego algorytmu - ,,z kwadratowa interpolacja dla pierwszego nawrotu oraz szescienna
interpolacja dla kazdego nastepnego nawrotu w kazdej iteracji” (Schnabel, Koontz, Weiss, 1985,
s. 8). W artykule tym mozna takze poznaé szczegély techniczne algorytmu, dotyczace m.in.: kry-
teriow stopu; dlugosci kroku potrzebnego do numerycznej aproksymacji pochodnych, a takze
sposobu ich obliczania (w poczatkowych iteracjach nastepnikowe, nastepnie centralne); aprok-
symacji hesjanu w sytuacji, gdy nie jest on macierza dodatnio okreslona; skalowania zmiennych
niezaleznych (co sprowadza sie np. do podzielenia przez milion wartosci tych zmiennych, ktérych
rzad wielkosci jest bliski miliona, itd.).

Metoda BFGS nalezy do klasy metod opartych na réwnaniu siecznej:

Hy(zq —xe) =V f(zy) = Vf(ze). (20)

Wszystkie metody siecznych, w tym BFGS, dla optymalizacji jednowymiarowej sprowadzaja sie
do réwnania (21). Na jego podstawie mozna stwierdzié, ze metoda siecznych przybliza druga po-
chodna za pomoca wzglednego przyrostu f’(z) na odcinku wyznaczonym przez x z poprzednich
iteracji (zo 1 x1):

f'(z1)(z1 — o) f'(z1)

= 1 — ~ f’($1)
fi@n) — fi(wo)

Fe)—f(w) 17 f"(x1)

Z1—xo

o = X1 — . (21)

Roéwnanie dla funkcji wielu zmiennych przedstawia sie nastepujaco (Davidon, 1959; Fletcher
i Powell, 1963):

(VH() = VF ) (Vi) = VAT (He(rs =) (Hele —2)” o

H+ = Het (vf($+) - vf(xc))T($+ - «750) ($+ - $C)THC(x+ - xc)

W celu zbudowania intuicji mozna zauwazy¢, ze gdyby moéc poskracaé¢ w réwnaniu (22) te same
wyrazenia w liczniku i mianowniku (co nie jest dopuszczalne w rachunku macierzowym), to uzy-
skaliby$my réwnanie (20).

W pakiecie optimz metoda BFGS zostala zmodyfikowana w oparciu o poprawki (m.in. dotyczace
eliminacji wyszukiwania liniowego, ktére wyznacza x;) autorstwa Fletchera (1970) i Nasha
(1979).

Z kolei pakiet niminb wykorzystuje tzw. procedury (ang. routines) PORT zakodowane i opisane
przez Gaya (1990), ktéry z kolei opieral si¢ m.in. na metodzie Davidona zmodyfikowanej przez
Stewarta (1967).

Nastepny algorytm, L-BFGS-B, zostal opisany przez Byrda i in. (1995). Dodane w jego nazwie
litery to skréty od ,limited-memory” (L) i ,bounded” (B). Jest to bowiem algorytm zaprojek-
towany w celu zmniejszenia wymogoéw pamieciowych stuzacych do obliczania i przechowywania
dodatnio-okresélonej aproksymacji hesjanu. Ponadto, algorytm ten jest przeznaczony do proble-
moéw z warunkami ograniczajacymi argumenty funkcji celu. Szkic tej metody mozna przedstawié
nastepujaco:
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1. Zatrzymaj, jezeli test zbieznoéci jest spetniony.

2. Oblicz punkt Cauchy’ego. Punkt ten stanowi minimum kwadratowego modelu minimali-
zowanej funkcji, wzdtuz gradientu, ale przy zalozeniu, ze x miesci sie na odcinku wyzna-
czonym przez warunki ograniczajace.

3. Oblicz kierunek przeszukiwania np. metoda gradientu sprzezonego.

4. Wykonaj przeszukiwanie liniowe, przy zadanym warunku wymaganego spadku oraz wy-
znacz dlugos$é kroku.

5. Oblicz gradient w znalezionym punkcie.

6. Jezeli zmiana gradientu spelnia warunek krzywizny, to zaktualizuj liste par korekty -
zastepujac najstarsza przez najnowsza. Przez liste par korekty nalezy rozumieé¢ m ostatnich
par w postaci: (s;,y;) = (Tk+1 — Tk, Vi+1 — Vi)

7. Wyznacz aproksymacje hesjanu przy uzyciu aktualnej listy par korekty. Mozna to osia-
gnaé wzglednie szybko w sensie ztozonosci obliczeniowej, z wykorzystaniem odpowiednich
WZOrow.

8. Zwieksz numer iteracji o 1 i wré¢ do punktu 1.

Ostatni quasi-newtonowski algorytm uzyty w optymalizacji numerycznej, ucminf (Nielsen,
2000), réwniez wykorzystuje metode BFGS, a takze mickkie wyszukiwanie liniowe!? z wyko-
rzystaniem metody zaufanego obszaru. W przeciwienstwie do wczesniej opisanej metody BFGS,
ucminf aproksymuje odwrotnosé hesjanu za pomoca wzoru bedacego odpowiednikiem réwnania
(22):

Kolejne metody wymagaja obliczania pochodnych funkcji celu, ale nie wymagaja kalkulacji ma-
cierzy przyblizonego hesjanu. W pierwszym kroku algorytmu cg (ang. conjugate gradient - gra-
dient sprzezony) oblicza sie gradient funkcji celu w punkcie startowym. W ten sposéb wyznacza
sie kierunek najszybszego spadku wartosci funkcji. Za pomoca metody optymalizacji jednowy-
miarowej funkcji celu (np. ww. metody Newtona), okresla sie minimum na odcinku potozonym
wzdtuz owego kierunku. Punkt ten staje sie punktem startowym w drugiej iteracji. Ponownie
obliczany jest kierunek najszybszego spadku. Jednak poczawszy od drugiej iteracji, kierunek,
wzdluz ktérego wyszukuje sie kolejny punkt, stanowi sume biezacego kierunku najszybszego
spadku oraz pomnozonego przez parametr 3 kierunku z poprzedniej iteracji. Domy$lna formuta
na 3, w pakiecie optimx pochodzi z artykulu Fletchera i Reevesa (1964) i stanowi iloraz kwa-
dratéw norm gradientow z nastepujacych po sobie iteracji. Im wiekszy postep w optymalizacji,
tj. norma gradientu z biezacej iteracji mniejsza co do modutu od normy z poprzedniej iteracji,
tym mniejsza korekta kierunku najszybszego spadku.

Algorytm spg (ang. spectral projected gradient) pochodzi z artykulu Birgina, Martineza i Ray-
dana (2001). Punktem wyjscia tej metody stanowi réwnanie siecznej (20) (por. Birgin, Martinez,

12\Wyszukiwanie liniowe moze byé doktadne lub mickkie. Pierwsza metoda polega na dokladnym poszukiwa-
niu minimum funkcji w zadanym kierunku. Druga metoda polega na odnalezieniu w zadanym kierunku punktu,
dla ktérego warto$é funkcji wystarczajaco obniza sie, a nastepnie na aktualizacji kierunku. Wyszukiwanie miek-
kie jest czeSciej stosowane w praktyce, gdyz wymaga mniejszej liczby operacji, a przy tym zadany kierunek
przeszukiwania przewaznie jest tylko kierunkiem w przyblizeniu prowadzacym do ekstremum funkcji.
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Raydan iin., 2014). W spg zaklada si¢ bardzo prosta posta¢ macierzy Hy = ol. Réwnanie siecz-
nej mozna wiec zapisa¢ nastepujaco:

o(zy —xe) = Vf(ry) = V(ze).

Doktadne rozwigzanie tego réwnania nie istnieje, ale istnieje rozwiazanie minimalizujace sume
kwadratéw reszt!3:

(24 —2)" (Vf(z4) = V(2e))
(g —2)T (24 — 2c) .

g =

Dodatkowo naklada sie ograniczenie: oy < 0 < Omaz- Jednoczesnie o stanowi tzw. iloraz
Rayleigha w odniesieniu do macierzy usrednionego hesjanu na przedziale (z., x4 ). Skadinad
wiadomo, ze iloraz Rayleigha nalezy do przedzialu pomiedzy minimalng a maksymalna warto-
Scig wlasna usrednionego hesjanu. Zbiér wszystkich wartoéci wlasnych danej macierzy nazywa
sie spektrum macierzy, co thumaczy geneze nazwy metody. Ostatecznie zatem w metodzie spg,
macierz V2 f(z) zostaje zastapiona przeskalowana macierza jednostkowa oI w punkcie c) algo-
rytmu Newtona. Zmodyfikowany jest takze punkt d), gdzie stosuje sie przeszukiwanie liniowe.

Niektore z metod optymalizacji omawianych w niniejszym podrozdziale umozliwiaja wprowadze-
nie wprost warunkéw ograniczajacych. Mimo to, wszystkie metody optymalizacji stosowanego
tutaj metaalgorytmu zastosowano dla funkcji celu bez ograniczen. Warunki ograniczajace wy-
mienione w podrozdziale 3.1 zostaly bowiem uwzglednione w funkcji celu w postaci tzw. sktad-
nika kary pomnozonego przez najwicksza co do modutu warto$é¢ zmiennej decyzyjnej. Kara
przyjmuje warto$¢ zerowa, jezeli zaden z 24 warunkéw ograniczajacych (dwanascie na ujemnosé
zmiennych decyzyjnych: ¢, iy, wg,t € {1,2,3,4}, cztery w postaci uy > Uy, cztery na reguly
nadwyzki biezacej i cztery na reguly IWZ) nie jest spelniony. Za kazdy niespelniony warunek
warto$¢ kary rosnie o 9999 (czyli bardzo duza liczbe w poréwnaniu z typowymi warto$ciami
funkcji celu). Pomnozenie kary przez najwieksza co do modutu warto$é zmiennej decyzyjnej
zabezpiecza przed sytuacja, gdy kara wprawdzie nie bylaby zerowa, ale mimo to algorytm wy-
bieratby takie rozwiazanie jako optymalne, gdyz zmienne decyzyjne przyjmowalyby wartosci
o ogromnym rzedzie wielkosci (nie majace interpretacji ekonomicznej). W czesci aneksu (C.1),
w sekcji ,,deklaracja funkcji uzytecznoéci” zaprezentowano funkcje celu ze skladnikiem kary
dla algorytmu szukajacego optymalnego rozwiazania dla trzeciego roku. W tym przypadku kara
sklada si¢ z dziewieciu warunkow ograniczajacych (m.in. bez ograniczen na zmienne z pierwszego
i drugiego roku).

4 Dobor wartosci parametrow strukturalnych modelu

Aby rozwiazac¢ problem optymalizacyjny, przed ktérym stoi samorzad, nalezy podstawié¢ wartosci
liczbowe pod parametry strukturalne: «, 8, v, 0, r, x, 7y, 0 oraz wartosci startowe pod zmienne: by,
¢t 1 k¢ W niniejszym rozdziale opisano sposob, w jaki okreslono wartoéci Srednie parametréw oraz
zdefniowano ich rozklady, ktére postuzyty nastepnie do analizy wrazliwo$ci wynikéow bazowych
na zmiany parametryzacji.

13 Jest to réwnanie odpowiadajace ekonometrycznemu estymatorowi klasycznej metody najmniejszych kwadra-
tow: B = (XTX)"H(XTy).
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4.1 Kalibracja parametréw i wartosci startowych modelu w oparciu o dane empiryczne
dla Polski

4.1.1 Limit dochodéw unijnych

Przecietny poziom limitu dochodéw pochodzacych z funduszy unijnych w relacji do dochodéw
biezacych, v i przedzial, z ktérego limit ten moze przyjmowacé¢ wartosci w analizie wrazliwosci,
zostaly oszacowane na podstawie szeregu czasowego z Banku Danych Lokalnych (BDL). Sze-
reg nosi nazwe ,finansowanie i wspotfinansowanie programéw i projektéw unijnych: dochody
razem”, odnosi sie do gmin i miast powiatowych i obejmuje lata 2010-2015. Do 2009 r. Gtéwny
Urzad Statystyczny opracowywal szereg o nazwie ,$rodki gmin i miast powiatowych z budzetu
UE przeznaczone na inwestycje w latach 2006-2009”. Jednak, z uwagi na réznice metodologiczne,
zrezygnowano z uwzgledniania tego archiwalnego szeregu.

Tabela 1 zawiera trzy statystyki podsumowujace kazdy rok objety obserwacja - $rednig i mediane
dochodéw unijnych w relacji do dochoddéw biezacych powiekszone o dwa odchylenia standardowe
oraz warto$¢ 95 percentyla. Ostatecznie przyjeto domyslng wartos¢ parametru v w wysokosci
25%, a na potrzeby analizy wrazliwosci losowano v z rozkladu trdjkatnego o wierzchotkach
w punktach: 20%, 25% i 35%. Szeroko$é¢ przedzialu odzwierciedla niepewno$é towarzyszaca
definicji zmiennej oraz zréznicowanie tej zmiennej w réznych gminach oraz latach.

Tabela 1: Dochody przeznaczone na inwestycje unijne w relacji do dochodéw ogoétem gmin
i miast powiatowych

rok 2010 2011 2012 2013 2014 2015

srednia +20  28,8% 35,0% 27,7% 22,2% 23,1% 23,4%
mediana +20  25,3% 31,5% 25,0% 19,9% 20,8% 20,7%
95 perc. 27,7% 31,7% 26,2% 20,6% 20,2% 23,6%

Zrédlo: Bank Danych Lokalnych GUS

4.1.2 Udgzial finansowania wlasnego inwestycji unijnych

Wartos¢ parametru 6, oznaczajacego kwote finansowania wlasnego na kazdego ztotego przy-
padajacego z finansowania unijnego, zostala okreSlona na podstawie danych przytoczonych
przez Sieraka (2015), wedlug ktérego ,analiza projektow zamieszonych w bazie SIMIK wykazala
w obecnej perspektywie nastepujacy faktyczny poziom dofinansowania Srodkami unijnymi:

e dla gmin - 58,35%;

e dla powiatéw - 64,68%;

e dla wojewddztw - 70,26%;

e $rednio dla jednostek samorzadu terytorialnego - 62,05%”.

Oznacza to, ze jako wartos¢ bazowsa nalezy przyjac 6 = 0,62. Wtedy bowiem ﬁll ~ 0,62 (zbiez-
nosé liczb przypadkowa), czyli dla tak okreslonej wartosci 6 poziom dofinansowania $rodkami
unijnymi w modelu jest spdjny z poziomem przecietnym dla JST oraz zwyktg érednia dla gmin
i powiatéw (wojewddztwa wylaczono, gdyz nie sa rozpatrywane w niniejszej pracy). Zakladajac,
ze udzial finansowania unijnego moze sie waha¢ od 50% do 70%, to 0,43 < 6 < 1 - krance niniej-
szego przedzialu oraz 0,62 stanowia wierzchotki opisujace rozktad tréjkatny, wykorzystywany
w analizie wrazliwo$ci.
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Rysunek 1: Rozklady: dochodéw unijnych w relacji do dochodéw biezacych w gminach i miastach
powiatowych w latach 2010-2015
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SC

liczebno

Wszystkie nastepnie omawiane w tym rozdziale parametry, z wyjatkiem ¢ i k, zostaly skalibro-
wane w oparciu o dane pochodzgce z wieloletnich prognoz finansowych jednostek samorzadu
terytorialnego. Dane te sa zamieszczone na stronie Ministerstwa Finanséw (www.mf.gov.pl /
Dziatalnosé / Finanse publiczne / Budzety JST / Sprawozdania budzetowe / Wieloletnia pro-
gnoza finansowa JST). Najwczesniejsze pliki pochodza z 2013 r. i zawieraja informacje o wykona-
niu budzetéw poczawszy od roku 2010. Dane za poszczegdlne lata bylty pozyskiwane z mozliwie
najnowszych plikoéw, maksymalnie z pliku pochodzacego z 5 sierpnia 2016 r. Szeregi czasowe
za lata 2010-2015 obejmuja 2477 gmin i miast powiatowych. Nie zostaly uwzglednione jedynie:
gmina wiejska Zielona Goéra (funkcjonujaca do 2014 r.) i gmina Choszczno (brak w danych
z 2013 r.), gdyz w przeciwnym razie proba bylaby niezbilansowana.

4.1.3 Stopa procentowa i stopa zapadalnosci dlugu

Rozklady empiryczne parametréow zwiazanych z dtugiem: stopy procentowej r i odsetka zapada-
jacego dlugu x, cechowaly sie wyrazna asymetria, wiec w celu dopasowania rozktadu teoretycz-
nego wzieto pod uwage rozktady: logarytmiczno-normalny i gamma. Rozktady teoretyczne pa-
rametru r szacowano na podstawie rozktadu empirycznego ilorazu wydatkéw na obstuge dtugu
i kwoty dlugu z roku poprzedniego, przy czym sposréd 11890 historycznie zaobserwowanych
wartosci, pozostawiono 11735 pochodzacych z przedziatu (0,1). Za wartosé domyslna r do sy-
mulacji przyjeto mediane z ww. przedziatu, tj. 0,039. Z wykresu 2 wynika, ze oba rozkltady
teoretyczne charakteryzuja sie podobnym stopniem dopasowania. Ostatecznie wybrano rozktad
gamma ze wzgledu na nieco nizsza statystyke testu Kolmogorowa-Smirnowa (KS) (0,047) w po-
réwnaniu z rozkladem log-normalnym (0,050).
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Rysunek 2: Histogram wydatkéow na obstuge dtugu w relacji do poziomu dtugu z roku poprzed-
niego gmin i miast powiatowych - tj. stopy procentowej r - w latach 2011-2015 w poréwnaniu
z dopasowanymi rozktadami log-normalnym i gamma

— [T — rozktad log-normalny
= FHH - -+ rozktad gamma
e ﬁ — ke
© il
- i
s} il W]

i u—J ] ‘—_
L — din
1m J
O
- — 3|
(73] a
i )ﬂ
n wy -

D p—

[ I I I I
0.00 0.05 0.10 0.15 0.20

wydatki na obstuge dtugu w latach 2011-2015 w relacji do dtugu z roku poprzedniegc

Zr6édto: MF i obliczenia wlasne

Wartosé p statystyki KS w obu przypadkach byta bardzo bliska zeru. Przy kazdym konwencjo-
nalnym poziomie istotnoéci nalezy zatem odrzuci¢ hipoteze, ze wartosci empiryczne pochodza
z ktoregoé z powyzszych rozktadéw teoretycznych.'* Uznano jednak, ze rozklad gamma jest wy-
starczajaco podobny dla celéw symulacji.

Rozklady teoretyczne parametru y estymowano w oparciu o rozklad empiryczny splaty rat
kapitatowych kredytéow i pozyczek oraz wykupu papieréw wartoéciowych w relacji do kwoty
dlugu z roku poprzedniego. Z 11890 obserwacji (niemal pelna populacja gmin w latach 2011-15)
wyeliminowano te, ktére wykraczaly poza przedzial (0, 1), po czym zostalo 11520 liczb. Mediana,
0, 2, stanowi wartos¢ bazowa dla x w symulacjach. Ponownie zdecydowano si¢ na wybor rozktadu
gamma (statystyka KS réwna 0,033), a nie log-normalnego (0,053), patrz wykres 3. Ponownie
rowniez bootstrapowe wartodci p testu KS wyniosty 0.

MKlasyczny test KS zaklada, ze rozklad teoretyczny jest z géry ustalony. W wyzej omawianym przypadku za-
tozenie to nie zostalo spetnione, poniewaz parametry rozktadu teoretycznego byty szacowane w oparciu o rozklad
empiryczny. W takich sytuacjach wartoéci p sa zawyzone, co sprzyja nieodrzucaniu hipotezy zerowej. Aby uzyskaé
nieobciazone wartosci p, nalezy przeprowadzi¢ tzw. ,bootstrapowy” test KS. Polega on na losowaniu z rozktadu
teoretycznego z oszacowanymi parametrami wielu (tutaj przyjeto liczbe 1 tysiaca) préb, o liczebnodci réwnej
liczebnosci préby empirycznej. Dla kazdej proby losowej wylicza sig statystyke testu KS. Nastepnie oblicza sie, ile
procent statystyk przyjelo wigksza warto$é niz statystyka odpowiadajaca prébie empirycznej. Ow procent stanowi
nieobcigzone oszacowanie wartosci p testu KS. W przypadku parametru r, bootstrapowe wartosci p dla rozktadu
gamma i log-normalnego wyniosty 0.
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Rysunek 3: Histogram splaty rat kapitalowych kredytow i pozyczek oraz wykupu papieréw
wartosciowych w relacji do poziomu dlugu z roku poprzedniego gmin i miast powiatowych, y,
w latach 2011-2015 w poréwnaniu z dopasowanymi rozkltadami log-normalnym i gamma

q— ] — —
] _ rozktad log-normalny
H ---- rozktad gamma

e — o
3 ey
o
o 1
IS P
£ o L
= o
() [T~ A
o i
o
o A
o — syl

D —

[ I I T T 1
0.0 02 04 0.6 0.8 1.0

splata rat kapitatowych i wykup papieréw wart. w latach 2011-2015 w relacji do diugu z roku poprzedniego

7r6dto: MF i obliczenia wlasne

Dla poréwnania, w tabeli 2 mozna zaobserwowaé odpowiedniki parametréw r i x we wszystkich
JST ogdlem - zaprezentowane tam wartosci nie odbiegaja silnie od oszacowanych.

Tabela 2: Dane dotyczace zadtuzenia JST ogdétem w mln zt

rok 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015
splata rat 7349 6452 6132 7164 9615 10105 11839 8001 8292
obstuga dlugu 994 1316 1400 1852 2711 3490 2820 2424 2021
zadluzenie 25876 28775 40294 55094 65756 67835 69159 72110 71635
(tok) 2R,4% 22,4% 15,2% 13,0% 14,6% 14,9% 17,1% 11,1% 11,6%
r(rok) 3,8% 4,6% 3,5%  3,4% 4,1% 5,1% 4,1%  3,4%  2,8%

Zrédlo: Sprawozdanie z dzialalnoéci regionalnych izb obrachunkowych i wykonania budzetu
przez jednostki samorzadu terytorialnego w 2015 roku (oraz sprawozdania z lat poprzednich)
i obliczenia wlasne

4.1.4 Wskaznik zadluzenia

Medianowy wskaznik zadluzenia w calej populacji wyniést 0,32 i wartosé ta zostata przyjeta
jako bazowa dla parametru b = %. Co ciekawe, w iloczynie 2477 gmin i miast powiatowych
i 6 lat (2010-2015), zanotowano az 3,8% przypadkéw, dla ktérych diug byl zerowy. Uznano
zatem, ze rozklad teoretyczny powinien stanowi¢ mieszanke rozkladu atomowego (0 z praw-
dopodobienstwem 0,038) i rozkladu ciaglego, ktéry opisze 14280 obserwacji, dla ktérych diug
miesci sie w przedziale (0, 2) dochodéw biezacych. Owym rozkladem ciaglym okazal sie gamma,
ktorego odleglosé z testu KS byla mniejsza (0,07) niz rozkladu log-normalnego (0,12). Nieco
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lepsze dopasowanie rozkladu gamma obrazuje takze wykres 4. Niestety, wartosci p wszystkich
testow KS byly zerowe lub bardzo zblizone do zera.

Rysunek 4: Histogram wskaznika zadluzenia w relacji do dochodéw biezacych gmin i miast
powiatowych, b, w latach 2010-2015 w poréwnaniu z dopasowanymi rozktadami gamma i log-
normalnym
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Zré6dto: MF i obliczenia wlasne

Powyzsze rezultaty mozna poréwnacé ze statystykami opartymi na corocznych ,,Sprawozdaniach
z dzialalnoéci regionalnych izb obrachunkowych i wykonania budzetu przez jednostki samo-
rzadu terytorialnego”. Znajduja sie tam statystyki lacznego zadluzenia (zobowiazan zaliczanych
do dlugu publicznego) gmin, miasta Warszawy oraz innych miast powiatowych za lata 2010-
2015 (tabela 3). Wynika z nich, ze $rednie zadluzenie ogétem (43% — 49%) jest nieco wyzsze niz
domy$lna warto$é parametru (32%). Zjawisko to mozna tlumaczyé wplywem wyzszych wskaz-
nikéow zadluzenia w wigkszych miastach na $rednig wazona i brakiem tego wplywu na mediane.

Tabela 3: Dane dotyczace zadluzenia gmin i miast powiatowych w mln zt

zadtuzenie JST 2010 2011 2012 2013 2014 2015

gminy 21.930 25.990 26.168  25.772  26.463  25.429
Warszawa 5.291 5.966 5.696 5.925 6.038 5.858
miasta powiaty  18.146  22.108  23.883  24.959  26.409  27.352
razem 45.367  54.065  55.747  56.656  58.910  58.639
dochody 105.5556 109.885 115.370 118.806 124.723 128.392
wskaznik b 0,43 0,49 0,48 0,48 0,47 0,46

7Zrédlo: Sprawozdania z dzialalnosci RIO i wykonania budzetu przez JST 2011-2015 oraz Bank
Danych Lokalnych GUS

4.1.5 Dynamika dochodéw biezacych

Nastepnym parametrem wykorzystywanym w symulacjach jest parametr v - dynamika docho-
dow biezacych. Mediana rozkladu empirycznego wyniosta 0,044, co stanowi warto$¢ domyslna
w symulacjach.

Na powyzszym histogramie mozna zaobserwowacé, ze rozklad normalny dopasowany za pomoca
metody najwiekszej wiarygodnosci znaczaco rézni sie od rozktadu empirycznego. Efektywnos$é
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Rysunek 5: Histogram dynamiki dochodéw biezacych gmin i miast powiatowych w latach 2011-
2015 w poréwnaniu z dopasowanymi rozktadami t-Studenta i normalnego
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Zré6dlo: MF i obliczenia wlasne

MNW zostala obnizona na skutek wystepowania obserwacji odstajacych. Dlatego pod uwage
wzieto takze inny rozktad normalny - o tej samej wartosci oczekiwanej, co pierwotny, ale o mniej-
szym odchyleniu standardowym (0,05 zamiast 0,07). Wprawdzie wartosci p zaréwno z klasycz-
nego i bootstrapowego testu KS dla obu rozktadéw normalnych wynosza odpowiednio prawie
zero i zero, ale odlegtos¢ KS jest 4-krotnie mniejsza w przypadku rozkladu z ekspercko dobra-
nym odchyleniem standardowym. Tak czy inaczej, z histogramu parametru v wynika, ze nawet
6w drugi rozktad normalny gorzej od t-Studenta opisuje ogony rozktadu empirycznego. Te obser-
wacje potwierdzaja wyniki testu KS: wartosci p dla rozktadu t-Studenta wynosza odpowiednio
0,346 i 0,338. W zwiazku z tym w symulacjach uzyto wlasnie rozktadu t-Studenta.

4.1.6 Wskaznik wydatkow biezacych

Mimo, ze wydatki biezace stanowia zmienna decyzyjna, w celu uzyskania rozwigzania anali-
tycznego dla roku trzeciego, potrzebne sg ich wartosci dla roku pierwszego i drugiego. Dlatego
takze ta kategoria musi by¢ - przynajmniej w czesci symulacji - generowana z rozktadu. Rozktad
empiryczny c zostal otrzymany poprzez odjecie kosztéw obstugi dlugu od wydatkéw biezacych
i podzielenie przez dochody biezace (%) Test KS i wizualna ocena histogramu z natozonymi wy-
kresami rozktadow teoretycznych ponownie wskazuja na rozklad t-Studenta. Wartosé p klasycz-
nego testu KS wyniosta bowiem dla tego rozktadu 0,0002 (blisko 0 dla rozkladu normalnego),
a bootstrapowego - 0,001 (0 dla normalnego). Warto$¢ medianowa wyniosta 0,90.

4.1.7 Wskaznik wartosci infrastruktury

Nastepnym analizowanym parametrem jest k£ = %, czyli wartos¢ brutto $rodkéw trwalych
w relacji do dochodéw biezacych. Podstawowy problem zwiazany z ta kategoria stanowi nie-
jednorodno$¢ danych udostepnianych przez Bank Danych Lokalnych. Obecnie publikowana jest
warto$¢ brutto srodkéw trwalych w gospodarce narodowej (zawierajacej takze sektor prywatny),
tylko na szczeblu wojewddztw, w przeliczeniu na jednego mieszkanca. Tak zdefiniowana katego-
ria nie odpowiada zatem zmiennej wykorzystywanej w modelu opisywanym w niniejszej pracy.
Wykorzystano wiec o wiele bardziej odpowiedni szereg czasowy, tj. srodki trwate jednostek
i zaktadéw budzetowych gmin, pogrupowanych w powiaty. Jednak byl on opracowywany przez
BDL jedynie do 2011 r. Ze wzgledu na to, ze mianownik parametru k stanowia dochody biezace,
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Rysunek 6: Histogram wydatkéw biezacych bez kosztéw obstugi dtugu gmin i miast powiato-
wych w relacji do dochoddéw biezacych, ¢, w latach 2010-2015 w poréwnaniu z dopasowanymi
rozkladami t-Studenta i normalnym
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Zré6dto: MF i obliczenia wlasne

do jego obliczenia niezbedne sa dochody unijne. Niestety, szereg ,finansowanie i wspdtfinanso-
wanie programow i projektéw unijnych” jest publikowany w BDL dopiero od 2010 r. Oznacza
to, ze dysponowano szeregami jednoczesnie licznika i mianownika na szczeblu gmin wylacznie
za lata 2010-2011.

Na podstawie réznych kategorii z Banku Danych Lokalnych mozna poérednio wnioskowaé o wzro-
stowym trendzie zmiennej k. Po pierwsze, w latach 2005-2008 $rednia warto$¢ srodkéw trwatych
jednostek i zakladéw budzetowych gmin pogrupowanych w powiaty, w relacji do dochodéw ogo-
lem (czyli zawierajacych dochody unijne) oscylowala wokél 1,7, a nastepnie szybko wzrosta
do 1,97 w 2011 r. Po drugie, Srednia omawianego tutaj parametru k (czyli tym razem mianow-
nik stanowily dochody biezace) wzrosta z 2,00 w 2010 r. do 2,15 w 2011 r. W 85% powiatéw
wskaznik ten byl wyzszy w 2011 r. niz w roku poprzednim. Po trzecie, dynamika $rodkéw
trwatych w wojewddztwach w gospodarce narodowej, w latach 2008-2014 byta wyzsza od dy-
namiki dochodéw wtasnych JST, a takze od nominalnego tempa wzrostu PKB. Przy zalozeniu
wzglednie stabilnej liczby ludnosci, implikuje to, ze relacja srodkéw trwalych do dochodéw pu-
blicznych i prywatnych takze rosta. Wnioskowanie na podstawie powyzszych obserwacji nie jest
Sciste (obserwacja 1. ignoruje wahania dochodéw unijnych, obserwacja 2. dotyczy tylko dwoch
lat, obserwacja 3. - wojew6dztw, sektora prywatnego oraz centralnego podsektora publicznego).
Powyzsze obserwacje moga jednak stanowi¢ podstawe do wysuniecia hipotezy o stopniowym
wzroécie k. Ow wzrostowy trend srodkéw trwalych w relacji do dochodéw biezacych sprawia,
ze rozklad parametru k nie jest staly w czasie. Pomimo tego, w dalszej czeéci pracy wyko-
rzystano rozklad z lat 2010-2011, gdyz ma on na tyle duza wariancje (obserwacje odstajace
pochodza spoza przedzialu 1,0 — 3,0, patrz wykres 7), ze powinien obejmowaé takze wigkszosé
hipotetycznego rozktadu szacowanego dla lat po 2011 r.

Do rozktadu empirycznego k rozwazano dopasowanie dwoch teoretycznych rozktadéw: t-Studenta
i normalnego. Empiryczne poziomy istotnosci wynikajace ze zwyklego testu KS wyniosty odpo-
wiednio: 0,614 i 0,078 i tylko nieznacznie r6znity sie od otrzymanych w bootstrapowym teécie
KS, tj. 0,606 i 0,072. Wyniki te przesadzily o wykorzystaniu rozktadu t-Studenta w analizie
wrazliwosci oraz przyjeciu 2,06 jako wartosci bazowej dla k. Dopasowanie obu wykreséw do roz-
ktadu empirycznego mozna zaobserwowa¢ na wykresach histogramu oraz kwantylowych.
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Rysunek 7: Histogram wartosci srodkéw trwalych w relacji do dochodéw biezacych jednostek
i zakladow budzetowych gmin i miast powiatowych pogrupowanych w powiaty, k, w latach
2010-2011 w poréwnaniu z dopasowanymi rozkladami t-Studenta oraz normalnym
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Zrédlo: Bank Danych Lokalnych GUS

4.1.8 Stopa deprecjacji infrastruktury

Najtrudniejszym do skalibrowania rozktadem, ze wzgledu na brak odpowiednich danych, byt roz-
ktad parametru §. W celu uzyskania rozktadu teoretycznego, poczyniono silne zatozenie, ze war-
tosci parametréow i (wydatkéw majatkowych w relacji do dochodéw biezacych), k i v sa réwne
wartosciom dtugookresowym z modelu o nieskoniczonym horyzoncie czasowym opisanym w cze-
sci D aneksu. Wykorzystano takze wyprowadzone w aneksie réwnanie (27): § = % — 7.

Rozklad parametru § uzyskano, stosujac podobna procedure, co w wypadku parametrow: r, x, b,
v, ¢, k. Do tego parametru dopasowano rozklad gamma(ksztalt: 2.218; skala: 9.709) oraz war-
tos¢ bazowa réwna warto$ci medianowej 0,19. Nastepnie wylosowano 100 tysiecy tréjek i, k
i v z rozkltadéw teoretycznych i kazdej z trdjek przypisano odpowiednig wartos¢ 6, zgodnie
z ww. wzorem (27). Mediang z tak uzyskanego rozkladu § byla liczba 0,059. Poniewaz parametr
0 czesto przyjmowal wartosci ujemne, w celu dopasowania rozktadu gamma, ktory przypisuje ze-
rowe prawdopodobienstwo liczbom ujemnym, kazda warto$é¢ d powiekszono o 0,15. Ostatecznie,
rozklad § stanowi rozklad gamma (ksztalt: 4,760; skala: 21,213) pomniejszony o wspomniane
0,15 - tak, aby wartosci ujemne mialy niezerowe prawdopodobienstwo wystapienia.

4.2 Analiza struktury warunkéw ograniczajacych

Po skalibrowaniu rozktadéw teoretycznych dla wszystkich parametréow modelu, z wyjatkiem «
i 8, wygenerowano 7200 symulacji modelu ograniczonego do lat 3-4 w celu zbadania struktur
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warunkéw ograniczajacych (czyli zbadania, ktére warunki byly luzne, a ktére napiete) w rozwia-
zaniach optymalnych. Wartosci wiekszosci parametréw (tj. niebehawioralnych) losowano z roz-
kladéw teoretycznych. W zakresie parametréw behawioralnych przyjeto na tym etapie podejscie
agnostyczne - losowano « z rozkladu jednostajnego na przedziale [0,1;0,9], za$ 5 - z rozkladu
jednostajnego na przedziale [0; 1]. W zwiazku z tak dowolnym okresleniem wartosci parametréw
behawioralnych, nalezy traktowaé¢ owe symulacje jako wstepne.

Kazdy z 200 zestawéw wylosowanych parametréw zreplikowano 36-krotnie (stad laczna liczba
7200) - tak, aby uzyskaé¢ wszystkie kombinacje: ug réwne zero, réwne limitowi lub réwne innej
kwocie pomiedzy ww. skrajnymi liczbami, 73 réwne zero lub liczbie dodatniej oraz te same opcje
dla ww. zmiennych z roku czwartego (lacznie: 3-2 -3 -2 = 36 kombinacji). Nastepnie obliczono
uzytecznosé dla kazdego z 36 scenariuszy i wybrano ten o najwyzszej uzytecznosci. Ostatecznie
uzyskano wartoéci optymalne zmiennych decyzyjnych, optymalng strukture warunkéw ograni-
czajacych i uzytecznosé dla 200 zestawéw wylosowanych parametréw. Do tych wynikéw odnosza
sie wszystkie zaprezentowane w tym podrozdziale statystyki opisowe.

Tabela 4: Czesto$¢ wystepowania réznych optymalnych wartosci zmiennych decyzyjnych

zmienna czestosé | zmienna czestosé | zmienna czestosé
15=0 32,5% 13 >0 67,5%

us =0 32,5% 0<wuj<Us 19,5% uy =Us  48%

i3 =0 51,5% iy >0 48, 5%

uy =0 5% 0<uj<Us 23,5% wy=Us 71,5%

Zrédlo: obliczenia wlasne

7 tabeli 4 wynika, ze inwestycje unijne przewaznie powinny by¢ realizowane na maksymalnym
poziomie, natomiast inwestycje zwyklte - niespodziewanie czesto powinny by¢ zerowe. Nalezy
jednak mie¢ na uwadze, ze wyniki te byly podyktowane specyficznymi wartosciami « bliskimi
0,9 i/lub § bliskimi 0, co wplywalo na niska uzytecznosé¢ z infrastruktury i w efekcie - zanizanie
inwestycji.

Tabela 5: Zestawy najpopularniejszych wartoséci optymalnych zmiennych decyzyjnych

poz. | u3 13 uy 3 | czestosé
1 =0 >0 =Us >0]19,5%
2 =Us >0 =U; >0]17,5%
3 =Us >0 =Us =0 10,5%
4 =Us =0 >0 =0|7%

5 >0 =0 =Us =0/6,5%
6 =Us =0 =U; =0|5%

7 =0 >0 =Us =0|4%

8 =0 =0 >0 =0/|3%

9 >0 =0 >0 =0/|3%
10 =Us >0 >0 =0/|3%

Zrodlo: obliczenia wlasne

Tabela 5 prezentuje 10 najpopularniejszych kombinacji optymalnych wartosci zmiennych decy-
zyjnych. Lacznie odpowiadaja one za 79% przypadkéw. Warto wspomnieé, ze drugi najczesciej
wystepujacy wariant (z niewielka strata do najczesciej wystepujacego) zostal rozwiazany w spo-
s6b analityczny w niniejszej pracy.

Warunek TWZ jest prawie zawsze napiety. W 3,5% przypadkéw dla roku trzeciego, luz w wa-
runku wynosi miedzy 0,07 a 0,0001. Wtedy a przyjmuje wysokie wartosci, okoto 0,8. Mowa
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tu jednak o implikacji, a nie rownowaznosci, gdyz czesto dla wysokich a warunek IWZ takze
bywa napiety. W pozostatych przypadkach luz nie przekracza 0,0001, co jest w praktyce nie-
odroznialne od zera. Warunek IWZ dla roku czwartego jest napiety zawsze. Z kolei warunek na
zréwnowazony wynik biezacy (ZWB) jest napiety rzadko. W trzecim roku zdarza sie to w 9%
przypadkéw, woéwcezas a jest wysoka, wydatki biezace - wysokie, a inwestycje, zwlaszcza zwykle
- niskie. ZWB w czwartym roku napiety jest w 6% przypadkow, wtedy « jest bardzo wysoka,
a inwestycje przewaznie zerowe. Podsumowujac, zalozenie o napietosci IWZ i braku napietosci
ZWB ma potwierdzenie w wynikach wstepnych symulacji.

W 19% przypadkéw odchylenie miedzy warto$ciami uzytecznos$ci z rozwigzania numerycznego
i analitycznego nie przekraczalo 0,0001. Podobnie czesto, w 17% przypadkéw, optymalna war-
tosé zadnej z sze$ciu zmiennych decyzyjnych (oprécz podanych w tabelach - dodatkowo ¢f i )
nie odchyla si¢ od optymalnej wartosci uzyskanej w rozwiazaniu analitycznym o wiecej niz 0,02
(jednostke stanowia dochody biezace samorzadu z danego roku). W 14% przypadkéw odchylenie
to nie przekracza 0,01. Odnotowane odstepstwa sa przede wszystkim konsekwencja niespelnie-
nia ograniczen przyjetych jakodane w rozwiazaniu analitycznym dla duzego odsetka wariantow
parametryzacji.

Jezeli jednak zalozy¢ strukture warunkéw ograniczajacych odpowiadajaca strukturze rozwigzan
analitycznych, czyli inwestycje unijne w trzecim i czwartym roku na maksymalnym poziomie
oraz dodatnie inwestycje zwykle w obu tych latach (17,5% przypadkéw), to zbieznosé rozwia-
zan uzyskanych metodami numerycznag i analityczng staje sie duzo wigksza. W 86% odchylenie
miedzy uzyteczno$ciami z obu metod nie przekracza 0,0001. W 75% optymalna warto$é zad-
nej z 6 zmiennych nie odchyla sie o bardziej od optymalnej wartosci uzyskanej w rozwiazaniu
analitycznym niz 0,02, natomiast w 64% - o bardziej niz 0,01. Generalnie oznacza to duza
zbiezno$¢ wynikéw osigganych za pomoca obu metod. Odnotowane odstepstwa sa konsekwen-
cja niedoskonalosci meta-algorytmu numerycznego, ktéry nie odnajduje ekstreméw globalnych,
a jedynie ekstrema lokalne. Warto w tym miejscu podkredli¢, ze na meta-algorytm skladaja sie
niedoskonate metody optymalizacji, ktérych wyniki moga by¢ poprawne badz nie w zalezno-
Sci od startowych wartoéci zmiennych (patrz czesci A i C.2 aneksu). Ta obserwacja pokazuje
ponadto, jaka korzys$¢ plynie z uzyskania rozwiazania analitycznego.

4.3 Kalibracja wartosci parametréw behawioralnych o i

Parametry: «, opisujacy preferencje wzgledem wydatkow biezacych w poréwnaniu z infrastruk-
tura, i B, dyskontujacy przyszla uzytecznosé, réznig sie od pozostalych parametréw modelu.
Sa one bowiem parametrami behawioralnymi, nieobserwowalnymi i dlatego nie mozna odczy-
ta¢ ich rozkladéw empirycznych z danych. Teoretycznie kazdy wdjt, burmistrz czy prezydent
mogtby ustali¢ dowolne wartoséci a € (0, 1) oraz § > 0, a nastepnie uzyskaé¢ z modelu optymalne
wartosci wydatkow biezacych i inwestycyjnych. W podrozdziale 5.1 ograniczono si¢ jednak do
takich « i B, zgodnie z ktérymi struktura warunkéw ograniczajacych w optimum jest taka jak
zalozona w rozdziale 3, czyli przede wszystkim: w 3 i 4 roku wykorzystuje si¢ catyg dopuszczalna
kwote srodkéw unijnych, napieta jest reguta IWZ oraz realizuje sie niezerowe wydatki biezace
i inwestycyjne. Aby ograniczyé¢ mozliwoéé, ze rozwiazanie uzyskane metoda KKT stanowi tylko
ekstremum lokalne, a nie globalne, model rozwiazywano takze za pomoca metod numerycznych.
Jezeli rozwiazania uzyskane za pomoca tych metod réznity sie, tj. uzytecznosé mogta byé¢ wyz-
sza przy innej strukturze warunkéw ograniczajacych niz zalozona, wéwczas (o, 8) prowadzace
do takich rozwiazan byly wyltaczane ze zbioru rozwazanych wartosci.

Zadanie optymalizacyjne rozwigzano dla wszystkich mozliwych par (a,) € o x B, gdzie
a €{0,1;0,2, ...,0,9}, zas 8 € {0,1;0,2;...;1,0}. Pozostalym parametrom przypisano nato-
miast wartosci bazowe podane w poprzednim podrozdziale. Z iloczynu kartezjanskiego .o x %
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wyodrebniono nastepnie podzbiér, ktéry prowadzit do rozwiazan optymalnych o strukturze ogra-
niczen zgodnej z zalozeniami (punkty 2, 3, 6 i 7 spoéréd wymienionych ponizej). Z owego pod-
zbioru, jedynie wartosci parametréw podane w punktach 6 i 7 prowadzily do rozwigzan optymal-
nych zblizonych do empirycznych, tj. istotnie wyzszych wydatkéw biezacych niz inwestycyjnych.
Ostatecznie zatem zawezono poszukiwania do obszaru zaprezentowanego w tabelach 8 1 9 i wy-
brano domyslna wartosé¢ o rowng 0,4 oraz S w wysokosci 0,1. Wartosci te wykorzystywano w
symulacjach o z géry ustalonych wartosciach « i 5.

1) a=0,1,5# 0,2 = uj = 0 = zla struktura rozwiazania

2) a=0,1,=0,2=c},i3,c1,9; > 0;ui = Us;uy = Uy
= dobra struktura rozwigzania, nierealistyczne wyniki

3) a=0,2,6€{0,1;0,3;0,4;0,5;0,6} = c5,45, ¢}, 5 > 0;ul = Us;uj = Uy
= dobra struktura rozwigzania, nierealistyczne wyniki

) a=0,2,8=0,2= uj < Us = zla struktura rozwigzania

) a=0,2,8€[0,7,1,0] = uj = 0 = zla struktura rozwiazania

6) a=0,3=c},i3, ¢}, 5 > 0;ui = Us;uy = Uy = dobra struktura rozwigzania
)

a=0,4,8€10,1,0,4] = ci,4%, ch, i3 > 0;uy = U u) = uj; ¢ > i3, ¢4 > 0
= dobra struktura rozwigzania, wyniki zblizone do wartosci wystepujacych w danych

8) a=0,4, 5€[0,5,1] =i} <0
= jeden warunek niespelnony, brak interpretacji ekonomicznej

9) a>0,5= i} < 0= jeden warunek niespelnony, brak interpretacji ekonomicznej

Rysunek 8: Rozwiazania optymalne dla trzeciego roku w zaleznosci od « i 8

c3/y3 beta
alfa 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5
0,3 0,54 0,53 0,52 0,50 0,49 0,48 0,47 0,46 0,45 0,44
0,32 0,58 0,56 0,55 0,54 0,52 0,51 0,50 0,49 0,48 0,47
0,34 0,61 0,60 0,59 0,57 0,56 0,55 0,53 0,52 0,51 0,50
0,36 0,65 0,64 0,62 0,61 0,59 0,58 0,57 0,55 0,54 0,53
0,38 0,69 0,67 0,66 0,64 0,63 0,61 0,60 0,58 0,57 0,56
0,4 0,72 0,71 0,69 0,67 0,66 0,64 0,63 0,62 0,60 0,59
0,42 0,76 0,74 0,73 0,71
i3/y3 beta
alfa 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5
0,3 0,88 0,91 0,94 0,97 1,00 1,03 1,05 1,08 1,10 1,13
0,32 0,79 0,82 0,85 0,89 0,92 0,95 0,98 1,00 1,03 1,05
0,34 0,70 0,73 0,77 0,80 0,83 0,87 0,90 0,93 0,95 0,98
0,36 0,61 0,65 0,68 0,72 0,75 0,78 0,82 0,85 0,88 0,90
0,38 0,52 0,56 0,60 0,63 0,67 0,70 0,74 0,77 0,80 0,83
0,4 0,43 0,47 0,51 0,55 0,59 0,62 0,66 0,69 0,72 0,75
0,42 0,34 0,38 0,42 0,46

Zrbdlo: obliczenia wlasne
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Rysunek 9: Rozwiazania optymalne dla czwartego roku w zaleznosci od « i 3

c4/ya beta
alfa 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5
0,3 0,66 0,67 0,67 0,67 0,68 0,68 0,68 0,69 0,69 0,69
0,32 0,70 0,70 0,71 0,71 0,71 0,72 0,72 0,72 0,73 0,73
0,34 0,73 0,74 0,74 0,74 0,75 0,75 0,75 0,76 0,76 0,77
0,36 0,76 0,77 0,77 0,78 0,78 0,79 0,79 0,79 0,80 0,80
0,38 0,79 0,80 0,80 0,81 0,81 0,82 0,82 0,83 0,83 0,83
0,4 0,82 0,83 0,83 0,84 0,84 0,85 0,85 0,86 0,86 0,87
0,42 0,85 0,86 0,86 0,87
i4/ya beta
alfa 0,05 0,1 0,15 0,2 0,25 0,3 0,35 0,4 0,45 0,5
0,3 0,50 0,49 0,48 0,47 0,46 0,45 0,45 0,44 0,43 0,42
0,32 0,42 0,41 0,40 0,39 0,38 0,37 0,36 0,35 0,34 0,33
0,34 0,34 0,33 0,32 0,30 0,29 0,28 0,27 0,26 0,26 0,25
0,36 0,26 0,25 0,24 0,23 0,21 0,20 0,19 0,18 0,17 0,16
0,38 0,19 0,18 0,16 0,15 0,14 0,13 0,11 0,10 0,09 0,08
0,4 0,12 0,11 0,09 0,08 0,06 0,05 0,04 0,02 0,01 0,00
0,42 0,06 0,04 0,03 0,01

Zrodlo: obliczenia wlasne

Wartosci o i 8 byly ostatnimi potrzebnymi do numerycznego rozwiazania modelu. Wszystkie
wartosci domyslne oraz rozktady stuzace do analizy wrazliwosci zostaly zawarte w tabeli 6.

Tabela 6: Rozklady wartosci parametréw modelu

parametr domy$l. rozklad do analizy wrazliwosci zrodlo

a 0.4 brak wlasne

B 0.1 Dbrak wlasne

v 0.25 tréjkatny (0,2; 0,25; 0,35) BDL

0 0,62 trdjkatny (0,43; 0,62; 1) Sierak

r 0,039 gamma (ksztalt: 6,417 ; skala: 152,5) MF

X 0,2 gamma (ksztalt: 2,325 ; skala: 9,608) MF

~ 0,044 t-Studenta (polozenie: 0,044; skala: 0,039; st. sw.: 2)919) MF

) 0,059 -0,15 4+ gamma/(ksztatt: 4,760; skala: 21,213) §=1%—1n

Tabela 7: Rozklady wartosci startowych zmiennych modelu

zmienna domyslnie rozklad do analizy wrazliwosci zrédlo
b 0,32 0 (3,8%) lub gamma (ksztalt: 2,405; skala: 6,984) MF

c 0,90 t-Studenta (potozenie: 0,90; skala: 0,045; st. sw.: 4,52) MF

k 2,06 t-Studenta (polozenie: 2,06; skala: 0,36; st. sw.: 6,58)  BDL

Podsumowujac rozdzial siédmy, nalezy stwierdzié, ze niektére omawiane w nim wyniki nie byty
zgodne z oczekiwaniami. Niespodziewanie czesto, w symulacjach z losowymi wartosciami pa-
rametru preferencji o i czynnika dyskontowego 3, optymalny poziom inwestycji okazywal sie
zerowy. Poniewaz rozkladéw nieobserwowalnych parametréw « i § nie da sie oszacowaé na pod-
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stawie danych empirycznych, mozna zalozy¢ takie ich wartosci, ktore implikuja optymalne war-
tosci zmiennych decyzyjnych zblizone do empirycznych. Co wiecej, mozna przyjaé wartosci,
ktore implikuja strukture warunkéw ograniczajacych zgodna z zatozona w rozwigzaniu anali-
tycznym. Tak skalibrowana warto$¢ 5 okazala sie jednak na tyle niska, ze oznacza niespotykana
w literaturze krétkowzroczno$é modelowanego decydenta.

Ostatecznie, w nastepnym rozdziale, wykorzystywano skalibrowane rozktady parametréw struk-
turalnych i wartosci startowych, zaprezentowane w tabelach 6 i 7. Z kolei w odniesieniu do para-
metréw behawioralnych, postepowano na dwa sposoby - losowano je z rozkltadéw jednostajnych
(,agnostycznych”) albo przyjmowano stale wartosci uzyskane w podrozdziale 4.3.

5 Rozwigzanie numeryczne modelu oraz analiza wrazliwo$ci optymal-
nych poziomow wydatkow biezacych i inwestycyjnych

Niniejszy rozdzial przedstawia rozwiazanie numeryczne pelnej, czterookresowej wersji modelu
oraz opisuje wplyw wartosci parametréw strukturalnych i behawioralnych modelu na optymalne
wartosci zmiennych decyzyjnych: wydatkéw biezacych 2—1 oraz inwestycyjnych zwyktych ;—ft Kon-
cepcja obu podrozdzialéw jest taka sama: polega na wylosowaniu wielu zestawéw wartosci pa-
rametréw i znalezieniu dla kazdego zestawu optymalnych wartosci zmiennych decyzyjnych. Na-
stepnie oszacowano liniowe metamodele!® ekonometryczne, w ktérych zmienna objasniang byta
jedna ze zmiennych decyzyjnych, z konkretnego roku, a objaéniajacymi - warto$ci parametrow.

Nalezy zastrzec, ze przyjeto liniowa specyfikacje modeli, mimo ze w rzeczywistosci efekty moga
by¢ nieliniowe (a czasem wrecz niemonotoniczne), co widaé¢ w rozwiazaniach analitycznych mo-
delu. Oszacowanie modeli liniowych pozwala znalezé efekty przecietne w calej przestrzeni para-
metréw (nie tylko lokalne wokét bazowych wartosci parametréw), ale nie wychwyci nieliniowosci.
Przeanalizowanie pelnego wplywu ewentualnych zmian wartosci wybranych parametréw w przy-
padku konkretnej gminy jest mozliwe w oparciu o wykorzystywane tutaj narzedzia, ale wykracza
poza zakres niniejszego opracowania.

Warto tez zaznaczy¢, iz zrezygnowano z podawania statystycznej istotnoéci zmiennych obja-
$niajacych w modelach. Wynika to z faktu, ze w praktyce mozliwe jest wygenerowanie tak duzej
liczby obserwacji, aby uczyni¢ kazdy parametr istotnym (wszak kazdy parametr znajdowal sie
w rozwiazaniu analitycznym). Dlatego w niniejszym rozdziale uwage skupiono na sile i kierunku
wplywu poszczegdlnych parametréw. W rezultacie, pod uwage brano oszacowania standaryzo-
wanych wspélezynnikéw regresji (réwnych zwyklym wspéleczynnikom pomnozonym przez od-
chylenie standardowe danej zmiennej objasniajacej), a nie zwyklych wspolezynnikéw. Latwiej
bowiem poréwnywaé wplyw roznych parametréw, zakladajac ich wzrost o jedno odchylenie
standardowe, a nie o jednostke.

Pierwszy podrozdzial ogranicza sie do modelu dwoéch ostatnich lat kadencji wladz samorza-
dowych oraz do zatozonych wartosci parametréw behawioralnych i struktury warunkéw ogra-
niczajacych w rozwiazaniu optymalnym. Dzieki temu rozwiazanie metoda numeryczng mogto
zostaé sprawdzone za pomoca metody analitycznej. Drugi podrozdzial nie zawiera powyzszych
ograniczen. Dotyczy on pelnego modelu czteroletniego, nie zaktada ani okreslonych wartosci pa-
rametrow behawioralnych, ani struktury warunkéw ograniczajacych. Jednak w tym przypadku
rozwigzanie mozna uzyskaé¢ jedynie metoda numeryczna. W celach poréwnawczych, przeprowa-

15Przez metamodel rozumie sie tu model, ktérego parametry estymowane sa w oparciu o dane wygenerowane
w procesie symulacji, a nie rzeczywiste dane empiryczne. Nie stuzy on wiec weryfikacji zaleznosci obserwowanych
w danych, lecz wychwyceniu cech symulowanego procesu, trudnych do bezposredniego dostrzezenia ze wzgledu
na jego duza zlozonosc.
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dzono tez symulacje w oparciu o model czteroletni o z géry ustalonych wartoéciach parametrow
behawioralnych.

5.1 Wryniki analizy wrazliwosci dla scenariusza rozwigzanego analitycznie z ustalo-
nymi: strukturg warunkéw ograniczajacych oraz o i

W celu wykonania analizy wrazliwosci dla modelu dwuletniego, wylosowano 2247 zestawy war-
tosci parametrow z rozktadéw teoretycznych zaprezentowanych w tabeli 7, przyjmujac wartosé
parametru preferencji o« = 0,4 i czynnika dyskontowego 5 = 0, 1. Nastepnie pozostawiono do-
ktadnie tysiac zestawow, w ktorych optymalne wartoéci zmiennych decyzyjnych byty takie same
wedlug metody analitycznej (warunkéw KKT') oraz metody numerycznej (meta-algorytmu opty-
malizacyjnego). W kolejnym kroku, klasyczna metoda najmniejszych kwadratéw, oszacowano
liniowe modele ekonometryczne w oparciu o tysiac zestawow liczb. W modelach tych zmiennymi
objasniajacymi byly wartosci parametréw strukturalnych, a objasnianymi - optymalne wartosci
3 G B3:4

kolejno: Z—s, R czyli optymalnych wydatki biezacych albo optymalnych inwestycji zwy-

ktych w relacji do dochodéw biezacych w roku odpowiednio trzecim i czwartym.

Oszacowania standaryzowanych wspétczynnikéw stojacych przy zmiennych objaéniajacych ze
wszystkich modeli zostaly zebrane w tabeli 8.

Tabela 8: Oszacowania standaryzowanych wspélczynnikow modeli opisujacych optymalne war-
tosci zmiennych decyzyjnych dla modelu dwuletniego z okreslong struktura warunkow ograni-
czajacych oraz a i

U3 s 3 Y4
-0,004 -0,015 0,044 0,099
-0,026 -0,057 0,057 0,153
0,000 -0,001 -0,034 -0,034
0,004 0,000 -0,091 -0,034
0,045 0,039 -0,385 -0,152
-0,033 -0,016 -0,185 0,052
-0,022 0,002 -0,131 0,094
0,048 0,026 -0,102 -0,063
0,004 0,006 -0,030 -0,039
0,887 0,771 0,912 0,817
Zr6dlo: obliczenia wlasne

pdwc T o I 2

7 wyzej przedstawionych modeli plynie wiele istotnych wnioskéw dla polityki gmin i miast
powiatowych.

Wydatki biezace w relacji do dochodéw biezacych w pierwszym i drugim roku (¢ = % = %)

wplywaja: umiarkowanie negatywnie na %, nieznacznie na % , silnie negatywnie na % oraz
silnie pozytywnie na 3%1. Najprawdopodobniej wyzsze wydatki biezace w przesztosci, poprzez
maly przestrzen w IWZ, ograniczaja wydatki ogdélem w 3 roku, ale oszczednosci te moga zostaé,
przynajmniej czeSciowo, wykorzystane na wzrost wydatkéw w 4 roku.

Dynamika dochodéw biezacych () wplywa ujemnie na wydatki biezace ;—2 oraz %, natomiast
dodatnio - na wydatki inwestycyjne % oraz %. Byé¢ moze dziala tu zasada zapobiegliwosci.

Ponadprzecietnie wysoki wzrost dochodow nalezy przeznaczy¢ na inwestycje, ktére zwickszaja
uzytecznos¢ takze w przysztosci, natomiast wydatki biezace dzialaja antycyklicznie, jako au-
tomatyczny stabilizator - w dobrych czasach rosng wolniej niz baza dochodowa, a w ztych -
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szybciej. Nalezy podkresli¢, ze zmienne objaéniane stanowig kategorie w relacji do dochodéw
biezacych, zatem szybsza dynamika dochodéw w roku t, 4; powinna posrednio zwiekszy¢ opty-
malne wartosci licznikéw (cf, i}) oraz bezposrednio - mianownikéw (y;), wiec koncowy efekt
nie byl oczywisty ex ante.

Zgodnie z rozwigzaniami analitycznymi (12) i (13), wplyw stopy procentowej r i poziomu za-
dtuzenia b na obie kategorie wydatkow optymalnych cj i 7} jest ujemny. Wnioski z analizy
wrazliwodci sa jednak nieco inne. Wplyw stopy procentowej r na ;—i jest neutralny, a dlugu b

na 4 - dodatni. Te ostatnia, nieoczekiwang zaleznos¢ mozna wyttumaczy¢ tym, ze poczatkowy
stan zadluzenia b ujemnie oddzialuje na cj oraz 5, co obniza poziom dlugu b4 i stwarza prze-
strzen na inwestycje w ostatnim roku i}. Poza tym, w rozwiazaniu analitycznym uwzgledniony

jest wpltyw y4lfU4 R Z—j ~ b, zas w metamodelach opisywanych w niniejszym podrozdziale - z—i.

Jako zastanawiajacy nalezy ocenié réwn*iez wplyw stopy Zapadalnoéc*i dtugu y. Jest on dodatni
w odniesieniu do wydatkéw biezacych Z—tt, a ujemny - do inwestycji ;—tt Biorac pod uwage IWZ,
wydawadé by sie mogto, ze wyzsza stopa zapadalnosci y powoduje wyzsze koszty obstugi dtugu
(lewa strona nieréwnosci (2)), wiec wymaga wiekszej przestrzeni fiskalnej (prawa strona), ktéra
moga zapewnié nizsze wydatki biezace. Widocznie mechanizm wpltywu parametru y jest jednak
bardziej zlozony. Wyzsza stopa zapadalno$ci dlugu implikuje nizsze wydatki ogélem (potwier-
dzaja to wielokrotnie wieksze co do modulu oszacowania w modelach opisujacych inwestycje
niz wydatki biezace), aby maksymalnie zredukowaé¢ deficyt, a w konsekwencji dlug i dzieki
temu ograniczy¢ w przysztych latach wydatki na splate dlugu, ktére z perspektywy funkcji
uzytecznosci sa czysta stratyg. Kréotko méwiac, wysoka stopa zapadalnodci dhugu premiuje ni-
skie zadtuzenie. Efekt ten zadzialalby niezaleznie od obowigzywania IWZ. Z kolei niski poziom
dhlugu wplywa na zmniejszenie wielkosci lewej strony nieréwnosci w regule fiskalnej, co pozwala
na odpowiedni wzrost wydatkéw biezacych do momentu spetnienia reguty.

Poziom infrastruktury k& = ];—g i limit dochodéw unijnych v oddzialuja dodatnio na wydatki

biezace Z—t: oraz ujemnie na inwestycyjne ;% Ta konkluzja wysnuta z rozwiazania analitycznego
zostala potwierdzona przez oszacowania metamodeli. Zgadza sie ona takze z intuicja - potrzeba
mniej inwestycji zwyktych i, jezeli infrastruktura k jest juz rozwinieta lub jezeli mozna uzyskaé
wieksze finansowanie ze Srodkéw unijnych v. Zgodny z oczekiwaniami jest rowniez wplyw wy-
sokosci stopy deprecjacji infrastruktury §. Im jest ona wieksza, tym nalezy wiecej inwestowac,
aby odbudowaé poziom infrastruktury k;, a przez to - trzeba realizowaé nizsze wydatki biezace
cf. 7 kolei konieczno$¢ ponoszenia wiekszego wkladu wtasnego w finansowanie inwestycji unij-

nych 6 implikuje nizsze kwoty inwestycji ;—{, ale nie ma wplywu na kwoty wydatkéw biezacych
C*

y—tt.

Ostatnig warta rozwazenia kwestia jest sita wplywu poszczegdlnych parametréw na wartosci
zmiennych decyzyjnych, tzn. na ktory parametr szczegdlng uwage powinni zwréci¢ decydenci.

Na inwestycje zwykle ;—{, szczegOlnie w 3 roku, najsilniej oddziatuje stopa zapadalnosci dtugu
x- W 3 roku duza role odgrywaja takze startowe wartosci zadtuzenia b i wydatkéw biezacych
¢, ktore maja, zgodnie z intuicja, mniejsze znaczenie w kontekscie roku 4. W ostatnim roku
znaczenia nabiera natomiast stopa deprecjacji infrastruktury 9.

W odniesieniu do wydatkow biezacych z—;;, miary przecietnego wplywu sa co do modutu nizsze
i mniej zréznicowane. Najwigksze znaczenie ma réwniez stopa zapadalnosci dtugu x. Podobnie
jak w przypadku inwestycji, w trzecim (lecz nie czwartym) roku istotna role odgrywaly wartosci
startowe parametréow: b, ¢ i k. Natomiast w czwartym roku stosunkowo silny wplyw wywarta
stopa deprecjacji infrastruktury 9.

Parametry zwigzane z inwestycjami unijnymi (6 i v) maja bardzo male znaczenie w przypadku
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wszystkich czterech zmiennych objasnianych. Nie dziwi to, gdyz w zalozonej strukturze warun-
kéw ograniczajacych, inwestycje unijne opiewaja na maksymalng kwote uz = Us i uj = Uy.

5.2 Rozwigzanie numeryczne pelnego modelu oraz wyniki analizy wrazliwosci

7 analizy przeprowadzonej w podrozdziale 4.2 wynikalo, ze struktura warunkéw ograniczaja-
cych przyjeta w rozwigzaniu analitycznym i zalozona w podrozdziale 5.1 niekoniecznie musi by¢
optymalna - bedzie tak tylko przy pewnych, do$¢ szczegdlnych zatozeniach co do wartosci para-
metru preferencji « i czynnika dyskontowego 5. Dlatego w niniejszej czedci pracy zrezygnowano
z narzucania struktury warunkéw ograniczajacych oraz przyjmowania okreslonych wartosci a
i 8. Takie podejécie ma swoja cene - niemoznosé¢ zweryfikowania wynikéw metody numerycznej
za pomocy metody analitycznej.

Przy zalozeniu domyslnych wartoéci parametrow, tj. zamieszczonych w tabeli 6 1 7, optymalne
wartosci zmiennych decyzyjnych sa nastepujace:

Tabela 9: Optymalne wartosci zmiennych decyzyjnych w modelu czteroletnim, dla domyslnych
wartosci parametrow

rok c* u* 7"

1 0,71 025 0,46
2 080 0,26 0,26
3 071 025 050
4 083 016 0,14

Zrédlo: obliczenia wlasne

W trzech pierwszych latach inwestycje unijne ksztaltuja si¢ na poziomie bliskim limitowi u; ~
U;. Mozna réwniez zauwazy¢, ze na przemian wystepuja lata z wyzszymi i nizszymi inwestycjami
zwyklymi 7. W ostatnim roku inwestycje sa najnizsze - dlatego, ze maja wplyw na uzytecznosé
czerpang z infrastruktury k; tylko w jednym roku, a nie rozkladaja sie na odpowiednio dtuzszy
okres, jak w przypadku inwestycji z lat poprzednich.

W celu oszacowania wplywu parametréw strukturalnych i behawioralnych na wartosci opty-

malne zmiennych decyzyjnych w latach 1-4, wylosowano tysiac zestawow parametréw struktu-

ralnych i, w przeciwienstwie do poprzedniego podrozdziatu, takze behawioralnych: « z rozktadu

jednostajnego na odcinku [0,1;0,9] i 8 z rozkladu jednostajnego na odcinku [0, 1]. Nastepnie

oszacowano klasyczna metoda najmniejszych kwadratow osiem metamodeli ekonometrycznych
C

- dla zmiennych obja$nianych: 4 oraz 7%’ gdzie t € {1,2,3,4}. Oszacowania wspdlczynnikow

stojacych przy zmiennych objasniajacych ze wszystkich modeli zostaty zebrane w tabeli 10.
Z modeli objasniajacych optymal*ne wartosci wydatkow biezacych w kolejnych czterech latach
kadencji wladz samorzadowych ;—tt mozna wyciggnaé¢ nastepujace wnioski.

Zmienne objasniane zalezg dodatnio od parametru preferencji a, co byto do przewidzenia
na podstawie samej definicji tego parametru. Parametr ten cechuje ponadto najwieksza sila
wplywu. Rownie oczywista jest zaobserwowana dodatnia zalezno$¢ miedzy startowym pozio-
mem infrastruktury k£ a poziomem wydatkow biezacych Z—tt - bogata infrastruktura nie wymaga
wysokich nakladéw inwestycyjnych. Odwrotnie przedstawia si¢ sytuacja w zwiazku ze stopa de-
precjacji infrastruktury § - im wyzsza, tym potrzeba wiekszych inwestycji (odtworzeniowych),
co ogranicza fundusze na ;—tt

Zgodnie*z oczekiwaniami, wyzszy dlug b i stopa procentowa r prowadzily przewaznie do zmniej-
szenia % To samo dotyczylo stopy zapadalnosci dtugu x, co stanowi odwrotna obserwacje
niz w poprzednim podrozdziale. Warto jednak zaznaczy¢, ze wpltyw x byt zasadniczo staby.
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Tabela 10: Oszacowania standaryzowanych wspétczynnikéw metamodeli opisujacych optymalne
wartosci zmiennych decyzyjnych dla modelu czteroletniego z endogeniczna struktura warunkow
ograniczajacych oraz losowymi « i 3

E3 E3 E3 E3 =3 =3 3 €3
& =) & = b L2 3 (N

Y1 Y2 Y3 Y4 y1 Y2 U3 Y4
0,230 0,154 0,115 0,137 -0,648 -0,336 -0,165 -0,026
-0,036 -0,028 0,011 0,055 0,008 0,073 0,014 -0,047
-0,008 0,000 0,010 0,001 0,108 0,081 0,044 0,020
-0,005 -0,015 -0,017 -0,020 0,050 0,037 0,038 0,030
-0,003 -0,007 -0,009 -0,007 -0,005 -0,010 0,004 -0,008
-0,005 -0,013 -0,014 -0,010 -0,094 -0,023 -0,005 -0,009
-0,014 -0,006 -0,006 -0,001 -0,397 -0,104 -0,053 -0,036
-0,060 -0,014 -0,003 -0,027 -0,079 0,009 0,013 -0,007
-0,026 0,022 0,021 -0,009 -0,077 0,029 0,016 -0,002
0,032 0,017 0,012 0,023 -0,086 -0,031 -0,014 -0,011
0,003 0,006 0,006 0,000 -0,021 -0,035 -0,029 -0,009
0,873 0,713 0,508 0,540 0,605 0,540 0,222 0,067
Zr6dlo: obliczenia wlasne

ng T oxX I D2 @R

Czynnik dyskontowy ( z kolei wplywa na z% ujemnie w dwoch pierwszych latach, nastepnie
zaleznosé ta staje sie dodatnia. Jest to nanardz1eJ Wplywowy parametr, po parametrze pre-
ferencji a, w odniesieniu do wydatkéw blezqcych . Im wigksza wielko$¢ (3, tym decydenta
cechuje wigksza dalekowzroczno$é. W pierwszym i druglm roku, dalekowzroczny decydent moze
wplynaé na uzytecznosé z przysztych lat jedynie za pomoca inwestycji ¢] i 5, a wiec zwieksza
je, co wypiera aktualne wydatki biezace cj i ¢5. W ostatnim roku S nie réznicuje juz stosunku
do ¢ i i}, gdyz inwestycje i} moga wplynaé na poziom infrastruktury ks, czyli tylko z jednego
roku wchodzacego w zakres funkcji uzytecznosci. Pod tym wzgledem inwestycje z 4 roku i)
przypominaja wydatki biezace c¢f z kazdego roku.

Oszacowanie stojace przy parametrze c takze zmienia znak - z ujemnego na dodatni, a w czwar-
tym roku wynosi prawie zero. Najpierw wyzsze wydatki biezace ¢ poniesione w latach poprze-
dzajacych modelowana kadencje zacieéniajg przestrzen fiskalna, czyli wymuszaja oszczednosci,
ktére w poézniejszych latach mozna wykorzysta¢ na zwigkszone wydatki biezace . Podobna
obserwacja zostala zreszta poczyniona takze w poprzednim podrozdziale.

W odniesieniu do dynamiki dochodéw biezacych v, wplyw tej zmiennej na - L okazal sie by¢ bar-
dzo niewielki, co troche ostabia obserwacje poczynione w poprzednim podrozdziale (acyklicznosé
zamiast antycyklicznosci w odniesieniu do %)

Ponownie parametry dotyczace inwestycji unijnych: 6 i v uzyskaly oszacowania niewiele odbie-
gajace od zera. Oszacowania parametrow w przypadku v byly zawsze ujemne, co mozna wy-
thumaczy¢ efektem substytucji - wieksze wydatki na inwestycje unijne u; sa rekompensowane
spadkiem kwot przeznaczanych na inwestycje zwykte }.

CZQSC obserwacji poczynionych w oparciu o oszacowania modeli opisujacych 1nwestyCJe zwykte

y— pokrywa sie z obserwacjami odnoszacymi sie do modeli wydatkéw biezacych t. Parametr
preferencji « Wplywa ujemnie na wielkos¢ zmiennych objasnianych, gdyz bezposredmo premiuje
wydatki b1ezegce o> zwigkszane kosztem inwestycji U

Yt '

Wysokos¢ stopy deprecjacji § wywiera dodatni wplyw na poziom 1nwestyCJ1 0 poniewaz szyb-
sza deprecjacja wymaga zwiekszonych nakladow inwestycyjnych na odtworzenie infrastruktury.
Zgodnie z oczekiwaniami, wystapito rowmez ujemne oddzialywanie stopy procentowej r i stopy
zapadalnosci dlugu y na 1nwestyCJe ZWIQkSZOne wydatki zwiazane z dtugiem powoduja bo-
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wiem zawezenie przestrzeni finansowej. Warto zauwazy¢, ze y jest drugim w kolejnosci najbar-
dziej wplywowym parametrem w odniesieniu do inwestycji y—tt

Trzy parametry: k, b i ¢ dotycza wartosci startowych modelu. W zwiazku z tym ich wplyw
na zmienne obJasnlane maleje w czasie. Poczatkowy poziom infrastruktury k wplywa ujemnie
na inwestycje Z— Wartos¢ zadtuzenia b réwniez wplywa na spadek inwestycji, ale juz jedynie
w pierwszym i czwartym roku. Wplyw wydatkéw biezacych w okresie przed modelowana ka-
dencja c ksztaltuje si¢ podobnie jak b.

Zaleznosci zwiazane z dwoma parametrami: v i 8 zastuguja na szczegdlng uwage. Po pierwsze,
oszacowania przy dynamice dochodéw biezacych « okazaly sie do$é wysokie (trzeci najbardziej
wplywowy parametr w modelach opisujacych inwestycje) i dodatnie. Oznacza to, ze poziom
inwestycji ¢f powinien rosna¢ szybciej niz dochody biezace y;, co potwierdza zaobserwowany juz
efekt zapobiegliwosci. Z kolei S wplywa na dodatnio, z wyjatkiem ostatniego roku, na wyso-
ko$¢ inwestycji, co zostalo juz objasnione wcze$niej w niniejszym podrozdziale na przyktadzie
dalekowzrocznego decydenta.

Ponizej zaprezentowano oszacowania z modeli opartych na tysiacu zestawéw wylosowanych pa-
rametréow strukturalnych, przy zalozeniu, ze « = 0,4, a § = 0,1 (co, nalezy podkreslié¢, jest
bardzo niska wartos$cia w poréwnaniu do wystepujacych zwykle w literaturze). Z jednej strony,
okreslenie stalych wartosci parametrow behawioralnych moglo przyczynié sie do zawezenia ana-
lizy do bardziej realistycznych, wiarygodnych scenariuszy. Z drugiej strony, taka analiza mogta
pominaé czes¢ istotnych przypadkdéw. Liczby z tabeli 11 moga zatem postuzyé do oceny wraz-
liwosci wynikow analizy na poczynione zatozenia odnosnie do « i 5.

Tabela 11: Oszacowania standaryzowanych wspétczynnikéw modeli opisujacych optymalne war-
tosci zmiennych decyzyjnych dla modelu czteroletniego z endogeniczng struktura warunkdéw
ograniczajacych oraz ustalonymi a = 0,41 5 =0,1

Y1 Y2 Y3 Ya Y1 Y2 Y3 Ya
~ -0,009 0,012 0,036 0017 0,025 0,032 -0,017 -0,026
§ -0,023 -0,013 -0,007 -0,023 0,011 0,039 0,012 0,010
6 -0,007 -0,012 -0,010 -0,017 0,015 -0,004 -0,004 0,013
r 0,002 -0,008 -0,007 -0,011 -0,016 -0,020 -0,014 -0,014
Y 0,028 -0,010 -0,004 0,012 -0,009 -0,060 -0,035 -0,008
b -0,064 -0,012 0,005 -0,022 -0,018 0,030 -0,010 -0,017
¢ -0,031 0,029 0,033 -0,016 -0,012 0,023 0,007 -0,011
k0,045 0,004 0,010 0,028 -0,005 -0,010 -0,009 -0,004
v 0001 -0,011 -0,021 -0,008 -0,010 0,001 0,016 -0,004
R?Z 0,731 0,178 0,188 0,161 0,019 0,136 0,037 0,022

Zrédlo: obliczenia wlasne

Z tabeli 11 wynika, iz zawezenie sie do domyslnych wartosci parametréw behawioralnych moze
skutkowaé innymi wnioskami formutowanymi w odniesieniu do parametréw strukturalnych.
Warto zauwazy¢, ze w dwoch ostatnich latach inwestycje ¢f nie rosng szybciej niz dochody
biezace y;. Mozna domniemywaé, ze bardzo niski poziom 3 spowodowal, Ze szczegdlnie na ko-
niec kadencji inwestycje ¢} nie odgrywaja istotnego znaczenia. Szybsza dynamika dochoddéw ~
zwieksza zatem wydatki biezace c;. Oslabt takze dodatni wplyw poziomu infrastruktury k na G

Ponownie niewielkg role odgrywaja parametry zwiazane z finansowaniem inwestycji unijnych 6
iwv.

Sity wplywu poszczegdlnych parametrow w modelach pozbawionych o i Wsrod Tegresorow
charakteryzuja sie mniejszym zréznicowaniem. W przypadku wydatkéw biezacych <t t nieznacz-
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nie najwiekszy wplyw wywieraja wartosci startowe: b, ¢ i k. W odniesieniu za$ do inwestycji
zwyktych zy—tt, zroznicowanie jest nieco wieksze, ale nizsze w poréwnaniu z modelem o zmiennych
wartosciach parametréw behawioralnych. Najbardziej wplywowe parametry to x i 7.
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Podsumowanie

W pracy postawiono hipoteze, ze optymalna polityka finansowa gmin i miast powiatowych
uwzglednia wiele czynnikow:

(a) Dodatni wplyw na optymalny poziom wydatkéw biezacych w relacji do dochodéw bieza-
cych samorzadow ma wzrost: wskaznika wartoéci infrastruktury oraz limitu dofinansowa-
nia unijnego.

(b) Ujemny wplyw na optymalny poziom wydatkéw biezacych w relacji do dochodéw bie-
zacych samorzadéw ma wzrost: czynnika dyskontowego, wspdlczynnika deprecjacji infra-
struktury, udziatu dochodéw wtasnych w inwestycjach unijnych, stopy procentowej, stopy
zapadalnosci dlugu, wskaznika zadtuzenia oraz wskaznika wydatkow biezacych z lat po-
przednich.

(c) Dodatni wplyw na optymalny poziom zwyklych (tj. nie wspéHinansowanych ze srodkéw
UE) wydatkéw inwestycyjnych w relacji do dochodéw biezacych samorzadéw ma wzrost:
czynnika dyskontowego, wspdtczynnika deprecjacji infrastruktury oraz udziatu dochodow
wlasnych w inwestycjach unijnych.

(d) Ujemny wplyw na optymalny poziom zwyklych wydatkéw inwestycyjnych w relacji do do-
choddéw biezacych samorzadéw ma wzrost: stopy procentowej, stopy zapadalnoéci dlugu,
wskaznika zadluzenia, wskaznika wydatkéw biezacych z lat poprzednich, wskaznika war-
tosci infrastruktury oraz limitu dofinansowania unijnego.

Potwierdzono hipoteze (2a) w zakresie tego, ze wigksza warto$¢ infrastruktury powoduje zwiek-
szenie wydatkéw biezacych (gdyz inwestycje staja sie wéwezas mniej potrzebne). Nie mozna bylo
natomiast potwierdzié¢ takiej hipotezy w odniesieniu do maksymalnego limitu srodkéw unijnych.

Odnos$nie do hipotezy (2b) pokazano, iz wzrost: stopy deprecjacji infrastruktury, zadluzenia
w relacji do dochodéw biezacych i, w mniejszym stopniu, udziatlu wspétfinansowania inwestycji
unijnych wptywa negatywnie na poziom wydatkow biezacych w relacji do dochoddéw biezacych.
Oddziatywanie stopy procentowej zas okazalo sie by¢, w zaleznosci od modelu, ujemne lub neu-
tralne. Zwigkszenie czynnika dyskontowego wywiera rézny efekt na wydatki biezace w zaleznosci
od okresu. Na poczatku, im bardziej dalekowzroczny decydent, tym bardziej troszczy sie o uzy-
teczno$¢ z przysztosdci, a moze ja poprawi¢ w biezacym momencie tylko za pomocs inwestycji,
ktore ograniczaja przestrzen na wydatki biezace. W ostatnim roku modelowanego okresu, uzy-
tecznos¢ z infrastruktury wliczana jest do uzytecznosci tylko raz, podobnie jak wydatki biezace,
dlatego inwestycje przestaja by¢ tak istotne.

Nie mozna uogélni¢ obserwacji na temat oddzialywania wzrostu stopy zapadalnosci dtugu, gdyz
w zalezno$ci od przyjetych zalozen i roku kadencji, wplyw tego parametru moze by¢ dodatni,
ujemny lub zerowy. To samo dotyczy dynamiki dochodéw biezacych (przy czym tutaj trudno
byto postawi¢ hipoteze na temat wplywu tej zmiennej z uwagi na jednoczesne oddzialywanie jej
na licznik i mianownik zmiennej objasnianej). Zasadniczo ten ostatni parametr nie ma silnego
wplywu na optymalne wartosci zmiennych decyzyjnych. Nieoczekiwany efekt zaobserwowano
w odniesieniu do wskaZnika wydatkow biezacych poniesionych w okresie poprzedzajacym mo-
delowany zakres czasowy kadencji. Wyzsze przeszte wydatki ograniczaja przestrzen na wydatki
na poczatku badanego okresu, ale w kolejnym roku nastepuje efekt kompensacji, tj. uprzednie
oszczednosci umozliwiaja wigksze wydatki w poréwnaniu ze scenariuszem bez oszczednosci.

Stwierdzono takze, ze zgodnie z hipoteza (2c¢), dodatni wplyw na inwestycje zwykle w relacji
do dochodéw biezacych ma wzrost stopy deprecjacji infrastruktury oraz czynnika dyskontowego
(z wyjatkiem ostatniego roku). Wplyw parametru wspélfinansowania inwestycji unijnych jest
za$ w przyblizeniu neutralny.
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Potwierdzona zostala tez hipoteza (2d) w zakresie ujemnego wplywu na inwestycje zwykle
w relacji do dochoddéw biezacych wzrostu: stopy procentowej, stopy zapadalnosci zadluzenia
i wskaznika infrastruktury. Pozytywnie zweryfikowano tez hipoteze o ujemnym wplywie wzrostu
limitu dochodéw unijnych.

W przypadku wskaznika zadluzenia mozna ponownie doszukaé si¢ efektu kompensacji. Ujemny
wplyw wystepuje na poczatku okresu (w trzecim roku w modelu dwuletnim oraz w pierw-
szym roku w modelu czteroletnim), nastepnie wplyw staje si¢ dodatni, a w przypadku modelu
czteroletniego - na koniec okresu - ponownie ujemny, ale bliski neutralnemu. Efekt kompensacji,
podobny jak opisany powyzej, dla wskaznika wydatkéw biezacych z lat przesztych jako zmiennej
objasniajacej i optymalnych inwestycji zwyktych w roli zmiennej objasnianej okazal sie silniejszy
niz w przypadku optymalnych wydatkéw biezacych w roli zmiennej objasnianej. Po poczatko-
wym ujemnym oddzialywaniu na wielko$¢ inwestycji zwyklych, nastepowalto silne odbicie.

Wyzsza dynamika dochodéw biezacych wplywa generalnie na wzrost wskaznika inwestycji,
przy czym zaleznos¢ ta jest silniejsza na poczatku okresu, co wynika z tzw. efektu zapobiegli-
wosci. Optymalny poziom wydatkéw inwestycyjnych w relacji do dochodéw biezacych w czasie
co do zasady maleje, co jest konsekwencja przyjetej funkcji uzytecznosci, ktéra premiuje in-
westycje poczynione we wcezedniejszym okresie, gdyz poprawiona w ten sposéb infrastruktura
jest uwzgledniana wielokrotnie w uzytecznosci.
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Uwagi koncowe i wnioski

Na zakoniczenie niniejszej pracy, w ponizszych akapitach wskazano mozliwe kierunki rozbudowy
wykorzystywanego tu modelu oraz sformutowano refleksje na temat jego stosowania przez de-
cydentow.

Po pierwsze, mozna by dokonaé¢ dalszej dezagregacji wydatkow i dochodéw w modelu opisuja-
cym polityke finansows samorzadéw. Warto tu zaznaczy¢, ze czesé zadan JST stanowia zadania
zlecone - finansowane z dotacji i subwencji. W takim rozbudowanym modelu kwoty przezna-
czone na owe zadania powinny by¢ zatem ksztaltowane egzogenicznie. Model mozna by réwniez
rozszerzy¢ o réwnanie opisujace wplyw inwestycji na poziom infrastruktury. Uwzgledniajac to,
ze wielu sposrdd prezydentéw i burmistrzéow miast, a takze wéjtéw gmin jest wybieranych na ko-
lejne kadencje, nalezatoby réwniez rozwazy¢ wydtuzenie horyzontu decyzyjnego do np. 8 lub 12
lat, a nawet — celem uzyskania interesujacego punktu odniesienia — do nieskoriczono$ci.

Wyniki symulacji wykonywanych w oparciu o model warto byloby takze zweryfikowaé empi-
rycznie. Nalezatoby dokonaé oceny, jak czesto implikowana przez ten model optymalna polityka
jest faktycznie prowadzona, oraz czy rzeczywiscie sprzyja ona reelekcji wladz.

Myslac o mozliwosci wykorzystania wnioskéw ze sformutowanych w niniejszej pracy modeli w
praktyce, nalezy mie¢ na uwadze, iz niektore zalozenia modelowe moga w mniejszym lub wiek-
szym stopniu odbiegaé¢ od rzeczywistosci. Decydenci nie powinni wiec korzystaé¢ z modelu lub
positkowac si¢ implikacjami z niego wyptywajacymi bezkrytycznie. Jednak juz samo sformuto-
wanie problemu decyzyjnego z uwzglednieniem zmiennych decyzyjnych, warunkéw ograniczaja-
cych i funkcji celu — tak, jak to uczyniono w niniejszej pracy — mogloby wnies¢ wartos¢ dodana
do procesu formutowania polityk publicznych. Zachecaloby bowiem do przemyélanego okresle-
nia prognozowanych na kilka lat wprzod limitow wydatkowych na szczeblu samorzadowym,
wynikajacym z regut fiskalnych. To, w polaczeniu z planowanymi wydatkami ,sztywnymi”,
wyznaczyloby przestrzen na ewentualne nowe wydatki publiczne. Kazda propozycja zmian ge-
nerujacych nowe wydatki w budzecie samorzadowym, musiatlaby wtedy zostaé zestawiona z owa
przestrzenia finansows, co pozwoliloby na korzystna zmiane w debacie publicznej. Wyborcy i
decydenci nabraliby wiekszej swiadomosci ograniczen finansowych, przez co ich wybor stalby
sie bardziej racjonalny.
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Aneks

A Rozwigzanie dla czwartego roku

W niniejszym aneksie zaprezentowano alternatywna, numeryczng metode rozwigzania problemu
opisanego w podrozdziale 3.2, w wariantach pierwszym, drugim i czwartym. Jest to problem po-
legajacy na maksymalizacji uzytecznosci samorzadu w czwartym roku, przy zalozeniu napietej
reguty IWZ. Wyniki metody numerycznej, zaimplementowanej w jezyku R, poréwnano z roz-
wiazaniem analitycznym, otrzymanym dzieki zastosowaniu metody Karusha-Kuhna-Tuckera.

Kod rozpoczyna si¢ od wyczyszczenia pamieci podrecznej i zatadowania biblioteki optimx, ktora
zawiera algorytmy czternastu metod numerycznych stuzacych optymalizacji nieliniowych funkcji
wielu zmiennych, z czego ponizej wykorzystanych bedzie dwanaécie. Ladowana jest takze biblio-
teka nlegslv stuzaca do rozwiazywania uktadu réwnan nieliniowych. Pézniej okreslany jest zbiér
dwunastu numerycznych metod optymalizacyjnych. Potem nastepuja deklaracje parametrow
i zmiennych o z géry ustalonych wartosciach. Wszystkie zmienne, co do zasady, maja wartosci
wynikajace z analizy przeprowadzonej w rozdziale 4. Dochéd y; wynosi 1 jednostke, pelni zatem
funkcje tzw. ,numéraire”.

rm( list=1s())
library (optimx)
library (nleqgslv)

metody<—c ( "BFGS", "CG", "Nelder—Mead", "L-BFGS-B", "nlm", "nlminb",
n Spgll , n ucminf" , llnewuoall , ||b0byqa|l , llnmkb" , n hjkbll)

alpha<—0.4
beta<—0.1
upsilon<—0.25
theta<—0.62
r<—0.039
chi<—-0.2
gamma<—0.044
delta<—0.059
yl<-1
y2<—y1x*(
y3<—y2#(1+gamma
y4<—y3#(1+gamma
y5<—y4*(1+gamma
bl<—0.32x*yl
b2<—0.32xy2
b3<—0.32x%y3
b4<—0.32xy4
c1<—0.9x%yl
c2<—0.9*y2
c3<—0.9xy3
k3<—2.06*y3
kd<—2.06*xy4

ul<—upsilonx*xyl
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Ul<—upsilonxyl
u2<—upsilonx*y2
U2<—upsilon*xy2
ud<—upsilonxy3
U3<—upsilonx*xy3
# celowy brak u4
Ud<—upsilonxy4
ub<—upsilonx*xyb
Ub<—upsilon*xyb

Ponizej zapisano wzér na funkcje uzytecznosci. Nalezy zauwazyé, ze nadwyzka budzetowa (z4)
w roku czwartym jest rowna dokladnie tyle, aby napiety byt warunek ograniczajacy wynikajacy
z regulty IWZ. Warto takze zwroci¢ uwage na sposob zapisania warunkow ograniczajacych do-
tyczacych: ograniczenia budzetowego (1), nieprzekraczania progu przez inwestycje unijne (2),
nieujemnosci zmiennych (3, 4, 5) oraz reguly zréwnowazonego wyniku biezacego (6). Zostaly one
zapisane w postaci ,kar”, co oznacza, ze jezeli dany warunek nie zostalby spelniony, to funk-
cja uzytecznosci zostalaby powickszona o tak duza liczbe (tutaj 999), Ze nie moglaby zostaé
wybrana jako optymalna albo rozwigzanie przyjeloby na tyle duze wartosci, ze niespelnienie
warunkéw byloby ewidentne. Metody z biblioteki optimx maja na celu minimalizacje funkcji,
wiec warto$¢ uzytecznosci pomnozono przez -1, a kary moga przyjaé¢ tylko wartodci nieujemne.

uzyt<—function (p){
c4<—p[1]
ud<—p [2]
i4<—p[3]
724<—(y5+u5) / (chi+r)*(1/3* (((y4d—cd—rxbd) /(yd+ud))+
((y3—c3—rxb3)/(y3+u3d))+((y2—c2—r*b2)/(y2+u2)))) —b4
b5<—b4+z4
kb<—((1—delta)*k4d+(1+theta)*ud+id)

kara<—0xc(1:6)
kara [1]<—(((1+theta)*ud + i4 + c4 + r«bd) > (ud + y4 + 2z4))*999

kara [2]<—(u4>U4)%999

kara [3]<—(c4<0)%999

kara [4]<—(u4<0)*999

kara [5]<—(14 <0)%*999

kara [6]<—(c44rxbd>y4) %999

return(—(— abs(sum(kara)xwhich.max(abs(c(c4,ud,id))))

+ alphaxlog(c4) + (1—alpha)xlog(k5)))

}

Celem pomocniczej funkcji roz jest zastosowanie dwunastu metod dla zadanego startowego
wektora parametréw (c4,u4,i4), a nastepnie wybér parametréw, dla ktérego funkcja celu byta
minimalna (co odpowiada maksymalizacji uzytecznosci i spelnieniu warunkéw ograniczajacych).
Ow nowy najlepszy wektor parametréw jest nastepnie wykorzystywany jako startowy w kolejnej

iteracji - do momentu, az wszystkie metody zbiegna do bardzo zblizonego rozwiazania.

uz<—0xc(1:12)

roz<—function (rozw){
wsp<—as . matrix (coef (optimx (rozw, uzyt, method=metody)))
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uz<—apply (wsp,

1, uzyt)

rozw2<—wsp [ which . min (uz ) , ]

print (summary (optimx (rozw,

return (as.vector (rozw2))

uzyt ,

A.1 Przykladowe rozwigzanie wariantu I

method=metody )))

W wariancie pierwszym z podrozdzialu 3.2, optymalnie jest przeznaczyé¢ catosé budzetu na cy.
Do takiego rozwigzania mozna doprowadzi¢, ustalajac duza warto$¢ infrastruktury, np. kg4 = 5y4.
W celu unikniecia ograniczenia reguta nadwyzki operacyjnej, nalezy tez zmniejszy¢ przestrzen
na nowe wydatki, np. okredlajac wysoki poziom dlugu oraz jego zapadalnosci, co implikuje
wysokie koszty obstugi dlugu, np. by = y4 oraz x = 0, 3. Zgodnie z réwnaniem (8) opisujacym
optymalna warto$¢ wydatkow biezacych, przy zalozeniu ww. wartosci parametréw, ¢j powinna
rownaé sie 0, 6847, co daje uzytecznosé 0, 85517.

bd<—y4
chi<-0.3
kd<—5xy4

phi<—((y5+ub)/(chi+r))
((y2—c2—rxb2)/(y2+u2)))
cd<—(phi + 1/3%(yb+ub)

c4
[1]

0.6846881

uzyt(c(c4,0,0))

[1]

—0.8551658

x1/3% (((y3—c3—r*b3)/(y3+u3))+
—((1+r)*bd)+y4
/(chitr)x(yd—r*bd)/y4d)/(1+

((y54+ub) /(3*(chitr)*yd)))

Nizej stosowane metody optymalizacji wymagaly podania wektora startowego rozwiazan do-
puszczalnych. Celowo podawane byly rozwigzania odlegte od optymalnych, aby ograniczyé ry-
zyko wplywu wektora startowego na ewentualne utkniecie w ekstremum lokalnym.

Sposrod wybranych metod numerycznych, za pierwszym razem najlepszy wynik przyniosta me-
toda nmkb. W drugim kroku, najskuteczniejszy okazal si¢ algorytm Neldera-Meada, a osiagniety
na tym etapie wynik nie zostat juz poprawiony w kroku trzecim. Rekomendowane ¢4 w nieznacz-
nym stopniu odbiegato od cj.

rozw<—c (0.01,
rozw<-roz (rozw)

BFGS

CG

Nelder —Mead
L-BFGS-B
nlm

nlminb

Spg

ucminf
newuoa
bobyqa

L Ot = O O Oy O UL W =~

0.01, 0.01)

pl

.342974e¢-01
.267592e+09
.433095e—02
.615198e—-01
.007736e—01
.465958e—01
.478063e—01
.250257e—-01
.283620e—-01
.075304e-01

N R R == O N

p2

.837601e—-01
.041155e+08
.007600e—-10
.491199e—-01
.283142e—-02
.758196e—01
.673108e—02
.844731e—-01
.319694e—-01
.886673e—01
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=W WO = O N

p3

.094110e-01
.080960e-+08
.404295e—-10
.087649e—02
.026631e—02
.123577e—-01
.267351e—02
.794278e—-01
.997353e—-01
.805691e-01

value

—0.7437300

2975.3804341

0.1583819
—0.8125134
—0.8459106
—0.8080031
—0.8450417
—0.2427673
—0.7961343
—0.7875587

fevals
94
29
244
62
NA
86
225
55
159
202



nmkb
hjkb

6.822232e¢—-01 1.751770e—05 4.982474e—-07
1.000000e—02 1.000000e—02 1.000000e—-02

rozw<—roz (rozw)

BFGS

CG
Nelder —Mead
L-BFGS-B
nlm
nlminb
Spg
ucminf
newuoa
bobyqa
nmkb
hjkb

OO DD DD DD OO OO o oo

pl

.6822232
.6822232
.6846797
.6822232
.6838727
.6842194
.6842196
.6841698
.6840563
.6839232
.6845984
.6822232

rozw<-roz (rozw)

BFGS

CG
Nelder —Mead
L-BFGS-B
nlm
nlminb
Spg
ucminf
newuoa
bobyqa
nmkb
hjkb

A.2 Przykladowe rozwigzanie wariantu II

@)

OO OO oo oo

pl

.6846797
.6846797
.6846797

NA

.6846797
.6846797
.6846797
.6846797
.6846797
.6846797
.6846797
.6846797

N R O© 00 O = = =

—_

G VAT G T T S

p2

.751770e—-05
.751770e—05
.746831e—05
.751770e—-05
.102048e—-03
.361163e—04
.357486e—04
.027289e—-04
.740146e—-04
.176246e—03
.016880e—06
.751770e—05

p2

.746831e—05
.746831e—-05
.746831e—05

NA

.746831e—05
.746831e—-05
.746831e—05
.746831e—-05
.746831e—05
.746831e—-05
.746831e—05
.746831e—-05

=N R W R W WO R R

e

L

p3

.982474e—-07
.982474e—-07
.672007e—-07
.982474e—-07
.699616e—04
.823492e—-04
.821222e—-04
.233601e—-04
.888976e—04
.641879e—-04
.022294e—-04
.982474e—-07

p3

.672007e—-07
.672007e—-07
.672007e-07

NA

.672007e—-07
.672007e—-07
.672007e—07
.672007e—-07
.672007e—-07
.672007e—-07
.672007e—-07
.672007e-07

value
—0.8537264
—0.8537264
—0.8551641
—0.8537264
—0.8549642
—0.8550502
—0.8550502
—0.8550379
—0.8550169
—0.8549842
—0.8551365
—0.8537264

value

—0.8537264
0.8324565

fevals
33
33
232
21
NA
63
133
31
98
50
184
1

227
1

fevals

—8.551641e—-01
—8.551641e—01
—8.551641e—-01
8.988466e+307
—8.551641e—-01
—8.551641e—-01
—8.551641e—-01
—8.551641e—-01
—8.551641e—-01
—8.551641e—-01
—8.551641e—-01
—8.551641e—-01

31
31
228
NA
NA
47

44
32
202

W drugim wariancie z podrozdzialu 3.2, cze$¢ budzetu przeznacza sie na cy4, a reszte - na
ug < Uy. Aby uzyskac takie rozwigzanie optymalne, mozna wybraé np. nastepujace parametry:
0 =0,4;b4 = yq;x = 0,3 oraz kg = 3,2y4. Obnizenie 6 z 0,62 powoduje, ze inwestycje unijne
staja sie jeszcze tansze w poréwnaniu do inwestycji finansowanych ze srodkéw wlasnych.

Funkcja spr wskazuje, w jakim stopniu c4 i ug4 sa odlegte od wypelniania warunkéw I rzedu.
Jezeli wektor wartosci funkcji spr jest bliski wektorowi zerowemu, oznacza to, ze proponowane
rozwiazania sg optymalne.

spr<—function (arg){

cd<—arg|[1]
ud<—arg [2]

wynl<—phi—(theta*ud)—(cd*(14+((y5+U5) /(3 (chi+r)*(y4+ud)))))+
(((y54+U5) /(chid4r))*1/3%((yd—rxbd)/(yd+ud)))
wyn2<—(—alpha/c4)/(14+ (y5+ub)/(3*(chitr)x(yd+ud)))—
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(—=((1—alpha)*(1+theta))

}

/(((1—delta)xkd4)+(14+theta)*ud))/
(theta+(yd—rxbd—cd)x(1/3)*(y5+U5)/(chit+r)/((yd4+ud)"2))
return(c(wynl, wyn2))

W pierwszym kroku, najwyzsza uzytecznos¢ uzyskano za pomoca metody Neldera-Meada,
w drugim - najskuteczniejsza okazata sie metoda nmkb. W trzecim kroku nie udato sie istotnie
poprawié¢ rozwiazania.

theta<—0.4
b4<-y4
chi<-0.3
kd<—3.2xy4

rozw<—c(0.01, 0.01, 0.01)

rozw<—roz (rozw)

BFGS

CG
Nelder —Mead
L-BFGS-B
nlm
nlminb
Spg
ucminf
newuoa
bobyqa
nmkb
hjkb

1

= O UL Ut = O WUt 00

pl

.445973e—-01
.824725e+08
.309422e-01
.480271e—-01
.458900e—-01
.868893e—01
.432706e—-01
.051657e—01
.087967e—-01
.321465e—-01
.049490e—-01
.000000e—-02

rozw<-roz (rozw)

BFGS

CG
Nelder —Mead
L-BFGS-B
nlm
nlminb
Spg
ucminf
newuoa
bobyqa
nmkb
hjkb

OO OO OO oo oo o oo

.6309422
.6309422
.6309422
.6309422
.6309422
.6309422
.6309422
.6309422
.6321337
6311731
.6355416
.6309422

pl

O O OO OO OO o oo oo

rozw<—roz (rozw)

BFGS
CG

0.
0.

pl
6355416 0.
6355416

o

Nelder—Mead 0.6355420 O.

L-BFGS-B

NA
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value fevals

32
32
133
NA

p2 p3
2.835915e—01 2.452655e—01 —0.5177622
3.211441e+08 2.293887e+08 2976.5590342
1.105637e—01 2.592008e—02 —0.5855316
1.808719e—01 1.320513e—01 —0.5622723
5.369438e—02 4.121027e—-02 —0.5841010
2.844733e—01 2.060523e—01 —0.4565231
5.740136e—02 4.385811e—02 —0.5838015
2.844731e—01 8.543928e—-01 —0.1805561
1.370882e—01 2.660835e—01 —0.5439032
7.720664e—02 2.716282e¢—01 —0.5496350
1.428279e—06 1.820574e—01 —0.5689281
1.000000e—02 1.000000e—02 1.0989698
p2 p3 value fevals
.1105637 2.592008e—02 —0.5855316 31
.1105637 2.592008e—02 —0.5855316 31
.1105636 2.592008e—02 —0.5855316 134
.1105637 2.592008e¢—02 —0.5855316 21
.1105637 2.592008e—02 —0.5855316 NA
.1105637 2.592008e—02 —0.5855316 47
.1105637 2.592008e—02 —0.5855316 1
.1105637 2.592008e—02 —0.5855316 1
.1188981 1.642245e—02 —0.5866472 78
.1127103 2.362842e—02 —0.5857966 40
.1299403 4.065434e—06 —0.5886383 248
.1105637 2.592008e—02 —0.5855316 1
p2 p3 value fevals
1299403 4.065434e—06 —5.886383e—01
.1299403 4.065434e—06 —5.886383e—01
1299400 4.126409e—06 —5.886385e—01
NA NA 8.988466e+307

106
27
476
65
NA
105
171
97
305
153
169



nlm 0.6355416 0.1299403 4.065434e—-06 —5.886383e¢—01 NA
nlminb 0.6355418 0.1299404 4.128838e—-06 —5.886385e—01 95
spg 0.6355418 0.1299404 4.128423e—-06 —5.886385e—01 47
ucminf 0.6355416 0.1299403 4.065434e—06 —5.886383e—01 1
newuoa 0.6355422 0.1299408 2.947567e—06 —5.886386e—01 49
bobyqa 0.6355411 0.1299410 5.144485e—-06 —5.886384e—01 33
nmkb 0.6355442 0.1299352 2.202026e—06 —5.886385e—01 172
hjkb 0.6355416 0.1299403 4.065434e—-06 —5.886383e—01 1

Skoro wszystkie metody zbiegly do zblizonych rozwiazan, przy czym iy = 0, a uqy < Uy =
0,2844733, to wydawaé by sie moglo, ze otrzymano rozwiazanie optymalne. Ponizszy fragment
kodu $wiadczy o tym, ze warunek (11) zostal spelniony.

cd<—rozw [1]
ud<—rozw [ 2]
id<-rozw [ 3]

phi<—((y5+U5) / (chitr)) 1/3x (((y3—c3—rxb3) / (v3+u3))+
((y2—c2—rxb2)/(y24u2))) —((1+r)*bd)+y4

phi—(thetaxu4)—(cd*(14+((y5+U5)/(3*(chitr)*(yd+ud)))))+
(((y5+U5)/(chitr))*1/3% ((yd—rxbd)/(yd4+ud)))
(1] 3.056757¢—06

Pojawil si¢ jednak problem z warunkami (9) oraz (10). Implikowane przez te warunki I rzedu,
wartosci parametréw A réznia sie na drugim miejscu po przecinku.

(—alpha/c4)/(1+ (yb+ub)/(3*(chitr)*(yd+ud)))
(1] —0.2925093

(—((1—alpha)x(1+theta))/(((1—delta)xk4)+(1+theta)xud))/
(theta+(yd—r*bd—c4)*(1/3)*(y5+U5)/(chit+r)/((y4+ud)"2))
[1] —0.2852824

Przyjecie innych wartoéci startowych nie przyczynito sie do poprawy rozwigzania. Niezbedne
stalo sie wiec numeryczne rozwiazanie, za pomoca biblioteki nlegslv ukladu réwnan (9), (10)
i (11). Rozwiazanie optymalne pozwolilo na osiagniecie uzytecznosci w wysokosci zblizonej
do uzyskanej w metodzie numerycznej (réznica na trzecim miejscu po przecinku). Wartosci
optymalne zmiennych decyzyjnych réwniez okazaly sie stosunkowo podobne: ¢j = 0.645 w po-
rownaniu do ¢4 = 0,636 oraz uj = 0,105 w poréwnaniu do us = 0, 130.

nlegqslv(c(0.01, 0.01), spr)

\$x

[1] 0.6448150 0.1054819

\$fvec

[1] —2.860121e—09 —4.772498¢—09
\$message

[1] "Function criterion near zero"

rozw<—c (nlegslv(c(0.01, 0.01), spr)\$x,0)
rozw [1]<-rozw|[1] —0.0000001
uzyt (rozw)
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[1] —0.588711

cd<—rozw [1]
ud<—rozw [2]
id<-rozw [3]

(—alpha/c4) /(14 (yb5+ub)/(3*(chi+r)x(yd+ud)))
[1] —0.2852989

(—=((1—alpha)*(1+theta))/(((1—delta)xkd)+(1+theta)xud))/
+  (theta+(y4—r*bd—c4)*(1/3)*(y5+U5)/(chi+r)/((y4+ud)"2))
[1] —0.2852989

A.3 Przykladowe rozwigzanie wariantu IV

W wariancie IV inwestycje unijne realizowane sa w maksymalnym stopniu, a pozostala czesé¢ bu-
dzetu przeznaczana jest na wydatki biezace oraz inwestycje zwykte. Zatozono domyslne wartosci
parametréw, tj. zaprezentowane w tabeli 6 i przytoczone na poczatku aneksu.

Wartosci ¢} oraz i) mozna obliczy¢ wprost z réwnan 12 i 13.

phi<—((y5+U5) /(chi+r))*1/3% (((y3—c3—r*b3)/(y3+uld))+
((y2—c2—r%b2)/(y24u2))) —((1+r)*bd)+y4
lambda<—(—1/(phi+(1/3%(y5+ub)*(y4—rxbd)/(chitr)/(y4+U4))+
(1—delta)xkd4+U4))

c4<—(—alpha/(lambdax (14 (y5+U5) /(3% (chit+r)*(y4+U4)))))

c4

(1] 0.8429715

id<—(—(1—alpha)/lambda—(1—delta ) xkd—(14+theta ) *xU4)
i4
[1] 0.4389845

> uzyt(c(cd, U4, i4)-0.0000000001)
[1] —0.6115937

Zastosowanie numerycznych metod optymalizacyjnych pozwolitlo na uzyskanie zblizonych roz-
wigzan do uzyskanych metoda analityczng.

rozw<—c (0.1, 0.1, 0.1)
rozw<—roz (rozw)

pl p2 p3 value
BFGS 9.324062e—01 2.835457e—01 2.132998e¢—-01 —6.063469e—01
G 5.558534e+08 4.738556e+08 2.925034e+408 2.976477e+03
Nelder—Mead 1.095784e+00 2.880704e—03 2.679361e—03 —5.132262e¢—01

L-BFGS-B NA NA NA 8.988466e+307

nlm 8.854126e—01 2.844731e—01 3.346731e—01 —6.107427e—-01
nlminb 6.908261e—01 2.844733e—01 2.138724e—01 —4.868272e—-01
spg 8.223586e—01 2.844733e—-01 2.138724e—01 —5.565426e—01
ucminf 2.380302e—-01 2.844732e—-01 2.138723e—01 —6.063101e—-02
newuoa 7.135990e—-01 2.844732e—-01 2.833031e—01 —5.140912e—-01
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bobyqa 7.964228e¢—01 2.844731e—01 2.386150e—01 —5.488558e—01
nmkb 8.375894e—-01 2.844579e—01 4.522142e—-01 —6.115774e—01
hjkb 1.000000e—01 1.000000e—01 1.000000e-01 3.790474e-01

rozw<—roz (rozw)

pl p2 p3 value fevals
BFGS 0.8375894 0.2844579 0.4522142 —0.6115774 31
G 0.8375894 0.2844579 0.4522142 —0.6115774 31
Nelder—Mead 0.8375904 0.2844581 0.4522147 —0.6115780 139
L-BFGS-B 0.8375894 0.2844579 0.4522142 —0.6115774 21
nlm 0.8375899 0.2844582 0.4522144 —0.6115777 NA
nlminb 0.8375903 0.2844585 0.4522145 —0.6115781 52
Spg 0.8375903 0.2844585 0.4522145 —0.6115781 114
ucminf 0.8375894 0.2844579 0.4522142 —-0.6115774 1
newuoa 0.8375865 0.2844614 0.4522211 —0.6115784 52
bobyqa 0.8375898 0.2844584 0.4522140 —-0.6115777 33
nmkb 0.8377093 0.2844701 0.4519099 —-0.6115799 157
hjkb 0.8375894 0.2844579 0.4522142 —0.6115774 1
rozw<—roz (rozw)

pl p2 p3 value fevals
BFGS 0.8377093 0.2844701 0.4519099 —-0.6115799 32
G 0.8377093 0.2844701 0.4519099 —-0.6115799 32
Nelder—Mead 0.8377103 0.2844701 0.4519094 —0.6115803 138
L-BFGS-B 0.8377093 0.2844701 0.4519099 —-0.6115799 21
nlm 0.8377093 0.2844701 0.4519099 —-0.6115799 NA
nlminb 0.8377098 0.2844704 0.4519102 —0.6115803 49
Spg 0.8377098 0.2844704 0.4519102 —0.6115803 68
ucminf 0.8377093 0.2844701 0.4519099 —-0.6115799 1
newuoa 0.8377092 0.2844701 0.4519116 —0.6115802 48
bobyqa 0.8377099 0.2844700 0.4519103 —0.6115802 35
nmkb 0.8377362 0.2844729 0.4518425 —0.6115806 161
hjkb 0.8377093 0.2844701 0.4519099 —-0.6115799 1

B Analityczne rozwigzanie dla trzeciego roku z napietym warunkiem
IWZ - szczegblowe obliczenia

W tej czesci aneksu zaprezentowano szczegdlowe obliczenia streszczone w podrozdziale 3.3.
Wyjséciowy punkt obliczen stanowi funkcja Lagrange’a w postaci:
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5
L@ A ) = f(@)+ Y njagss(@) =
j=1

=alnes + (1 —a)In((1 — §)ks + (1 + 0)Uz + i3)+
watte 5 (X, Uit + wer ettt ) — (1 4+ 1) (bs + 0Us + ¢ + i + b — 1))
14 LlustUs 1
3 x+r yat+Ua

+ Baln(

alya+ (1 —=96)((1 —d)ks + (1 +0)Us +1i3) + Ua)

1ys+Us 1
1+3 X+r y4+Us

81— a)In((1 — a)(1 - 8)((1 — 8)ks + (1 + O)Us +i3) + (1 — a)Us+
+(17a)(y5+U51(y2*C2*1“b2+y3*C3*T‘b3+y477‘(b3+9U3+63+’L'3+7‘b37y3)>
x+r 3 Y2 + u2 y3 + Us ya + Uy
— (1+r)(b3 +0Us + i3 + c3 + b3 — y3) + y4))+
(x+7)(b3+0Us+i3+c3+rbg—y3) 1 (y1—c1—rb1  y2—ca—rba  y3—c3—rb3
+ ps3 - + .
ya + Us 3 Y1 +u1 Y2 + u2 y3 + Us

)+

+

Nastepnie wyprowadzono dwa warunki pierwszego rzedu, czyli obliczono pochodne funkcji La-
grange’a po cs i 13 oraz przyrownano je do zera. Trzecie réwnanie - napieta reguta IWZ - zosta-
nie uzyte dopiero w dalszej czesci obliczen. W dalszych obliczeniach zrezygnowano z oznaczania
wartosci optymalnych zmiennych decyzyjnych za pomoca gwiazdek.

0 «

des c3

y5+Us 1 1
Bo (_ xtr 3 (y3+U3 - y44:U4) -a +T))

+
U 3 yr—cr—1 —rb . .
u3tUs 1 (ZT:2 ur—cp—rbr 4 ﬁflﬁ) — (14 ) (b3 + OUs + c3 + ig + 7bg — y3) + ya + (1 — 8)((1 — 8)k3 + (1 + 0)Us + i3) + Ua

AL —a)(l —a)(~ yi_:? 5 (ysiUg + y44:U4) -+

ks
xXtr 1
tH53 + =0
(y4+U4 3(y3+U3)>
0% . 11—«
disg B kg

y5+Us 1
" Bo(= 2 s yrfoy; — A+ +1-9)
s 3 —er—7 yq—1b . .
watls (Y07, vroermrbe 4 BAZH) (14 1)(bg + 0Us + c3 + ig + by — ya) + ya + (1= 8)((1 = 8)ka + (14 6)Us +ia) + Us
U, r
B(l—a)(1—a)(~BETB 4t — (147) +1 - 9)
. .
ks
x+tr
4153 =
" ys+ Us

Ponizsze przeksztalcenia majg na celu rozpisanie zmiennej ks:

0% «

des c3

Bo (_ yitgsé (y3+1U3 + y4lU4) - +T))

+
U 3 e — o — 1 —rb j .
vstUs 1 (ZTZQ ur—eg—rbr | Zififo) — (14 ) (b3 + Uz + c3 + i3 + rb3 — y3) + ya + (1 — 5)((1 — 8)k3 + (1 + 0)Us + i3) + Ua

y5+Us 1 r
B —a)(1—a)(— 88U L (e 4 ) — (14 )

(1= 8)((1 = 6)ka +ig + (1 +0)Us) + (1 — o) (¢ + L2HLELIZDL) — (1 — 6)((1 = S)ka + i3 + (1 + 6)Us) — (0 + @)Ua) + (14 6)Us

+ xtr 1 0
H53 =
ya+Us  3(ys + Us)

oL _ 11—«
diz (1 —0)ks +1i3 + (1+60)Us

y5+Us 1 -
Bo(= =2 s ydug —9—7)

X
U, 3 yr—cr—r —rb ) .
5405 4 (ZTZQ vrco—rbr zﬁfvf) — (1+7)(bs + 0Us + c5 + i3 + mb3 — y3) + ya + (1 — 8)((1 — 8)ks + (1 + O)Us + i3) + Us

+U, -
Bl —a)(l - a)(*%%m —6—r)

+
(1= 8)((1 = kg +ig + (1+0)Us) + (1 — ) (¢ + WAL LUZDA) — 0 (1= 8)((1 = kg + ig + (1 + 6)Us) — (6 + a)Us) + (1 +6)Us

X+
+p53 ———— = 0.
ya + Ug
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Potaczenie dwéch rownan w jedno umozliwia wyeliminowanie mnoznika ps3 o nieznanej warto-
Sci.

a ( (ya +Ua)(3(ys + Us)) )
(x +7)(3(y3 + Uz)) + ya + Uy
_y5+Us 1 1 T _ (y4+Uq)(3(y3+Us))

+ po (- 25523 (st + watmn) — 0+ 0) (e io s vabroatos)

+Us 3 —cr—b ; .

vstls g (3%, vrpermrbe o YAot4) _ (14 1)(bg + OUs + ca + i + rba — ) + ya + (1 — 8)((1 — S)ka + (1 + 6)Us + ia) + Us

_ _ _y5+Us 1 1 r _ (y4+U4q)(3(y3+U3z))
B —a)(1 —a)( x+r 3 (y3+U3 + y4+U4) a+m) ((x+r)(3(yg+U3))+y4+U4)

(1= 8)((1 — 8k + i3 + (1 + 0)Usz) + (1 — a) (¢> + ”iff"s z ;‘i_fulf) —a(l=8)((1 = &kz +iz+ (14 0)Us) — (0 + @)Ua) + (1 + 0)Us

. 1—a ya + Us
(1 =8)k3 +i3+ (1 +6)Us xX+r

y5+Us 1 y4+U4
Bo(~ A28 § oy 0 - ) (4

+
U 3 —Ccr—7 —rb. . .
wtUs 1 (ZTZQ vr—er—rbr %ﬁff) — (14 7)(b3 + 0Us + c3 + i3 + rbg — y3) + ya + (1 — 6)((1 — 8)kz + (1 + 0)Us + i3) + Ua

y5+Us 1 ya+Ug
Bl — o)1 —a)(—25He g e 5 - ) (24251

—+ .
(1= 8)((1 = §)ka +ig + (1L +0)Us) + (1 — o) (¢ + L2EUELUAZDL) — (1 — 6)((1 = S)kg + i3 + (1 + 6)Us) — (0 + a)Ua) + (1+ 6)Us

Nastepnie warto potaczy¢ liczniki utamkow o tych samych mianownikach:

o ( (ya + Ua)(3(y3 + Us)) )
(x+7)(3(y3 + U3)) + ya + Us
y5+Us 1 1 r (y4+U4)(3(y3+U3)) y5+tUs 1 __ r ya+Usg
B ((7 xtr 3 (U3+U3 + v4+U4) - JrT)) ((x+r)(3(y3+U3))+y4+U4) B he il = ))

5+Us 3 —cr— b . .
%% (ET=2 VTyT(:»u:bT + Z/i*’TU:) — (L +7)(bg +0Us +c3 +i3+7b3 —y3) +ya+ (1 —6)((1L —6)ks + (1 +6)Us +i3) + Uy

y5+Us 1 1 ya4+U4)(3(y3+U3)) y5+Us 1 ya+Usg
Al -l — ) ((_ xFr 3 (y3+U3 + y4lU4) a+r ((X+T>(3(y3+U3))+y4+U4) - CS5F s 0 ( +r ))

(1= 8)((1 = kg +ig + (1+0)Us) + (1 — ) (¢ + BATELIZDA) — a(1 = 8)((1 — ks + ig + (1 +0)Us) — (6 + a)Ua) + (1 + 6)Us

1-— U.
B : a ya + Uy —o. (23)
(1 = 8)ks + i3 + (1 +6)Us x+r

W réwnaniu (23) wystepuje, pochodzaca ze wzoru na ks zmienna ¢, ktora zalezy m.in. od i3
oraz c3. W ponizszych obliczeniach rozpisano zatem ¢ z uwzglednieniem wspotczynnikow stoja-

cych przy i3 i c3. Warto podkredlié¢, ze pochodne zostaly wczesniej wyprowadzone prawidtowo,

310%(’%) kg (cs)
k5 (e3)”

bowiem szczegdtowo rozpisane. Umozliwito to poprawne obliczenie kf z licznika pochodne;.

W funkcji Lagrange’a ks i ¢ zostaly

zgodnie z formutla na pochodna logarytmu

y5+U5 Yr —Cr — 7T
—(1+r)b
— 32 (bt
y5+U5 —1 ) (y5+U51<y2702*Tb2 ysfrbs) . )
=c - + - + — (1 +7)(bg +60Us + i3 + c3 + rbz — +
¢ <X+7” 3ys+Us x+r 3 Y2 + u2 y3 + Us (147 stistestrbs—ys)+ua
. ys +Us1 —1 )
=i3(—1—17) +c (777— 1+7r
#=ia( J¥es X+r 3yz3+Us ( )

<y5+U51(y2—02—Tb2 y3 — rb3
x+r 3 Y2 + u2 y3 + Us
¢=13¢0 + c3¢1 + ¢2.

) — (1 +7)(bs + 0Us + 7b3 — y3) +y4)

Ponizej wykorzystuje sie réwnanie na napiety warunek IWZ. Dzigki niemu mozna wyznaczy¢ cs
jako funkcje 73. Ostatecznie zatem w rachunkach pozostanie jedna zmienna decyzyjna - i3.
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X+Tb4 ZyT_CT—Tb-r
ya +Uy Yr + ur
(x+m)bs 1 (y1—01—7"b1 y2_02—7"b2)

_1y3—63—7“b3
ya + Uy y1 +u1 Y2 + u2

3 ys3+Us

2
(x +7)ba 1 Yr —Cr — by 1ys —rbs

c3=—3(ys +Us) | ——— — = E
w ) ya + Uy Yr + ur 3 y3 + Us

2
b oU. ; b3 — 1 r—cr—rbr  lyz—rb
cs= —3(ys + Us) (x +7)(bs +0Us + i3 +c3 + b3 ya)_izy cr —rbr  lys—rbs
ya+ Us 34~ yrtur 3ys+Us
2
X + (x +7)(bs +0Us +iz +7rb3 —y3) 1 yr —¢r —rbr  lyz—rb3
143 U: U. - =
03( +3(ys + Us) +U) —3(ys + Us) ya + Uy 32 Yr +ur 3ys+Us
p= —3(y3 + Us) (x+r)(b3+6U3+i3+Tba—y3)_lzyT—cT—rbT 1ys —rbg
1+3(ys + U3)yf154 ya+Us 34~ yrtur 3ys+Us
o —3(ys + Us) X+r
1+3(y3+U3)y4X+%y4+U4
2
—3(y3 + Us) (x +7)(b3 + 0U3 +7b3 —y3) EZ yr —c¢r —rbr  1lys —rbs
1+3(y3+U3)yi‘L§4 ya +Ua 34~ yrtus 3y +Us
$a= —3(ys +Us) X+r
1+ 3(ys + Us) 257 va + Ua
2
bae —3(ys + U3) (x +7)(bg + 0Us3 + b3 — y3) _ 1 Z Yr — Cr — by 1ys —rb3
1+ 3(ys + Us) =X y4+U4 ya + Us 3 — yrtus 3y3+Us

c3=1i3¢P3 + P4
¢ =1i3¢0 + (i3¢3 + P4)P1 + @2
¢ =13(¢0 + ¢3h1) + Pap1 + ¢2.

W celu tatwiejszego wykonania obliczen, zastgpiono dtugie i ztozone wyrazy w poszczegdlnych

utamkach réwnania (23), kolejnymi oznaczeniami ¢; i uzyskano w ten sposéb proste réwnanie
(24).
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& :a( (y4 + Us)(3(ys + Us)) )
TN T ) Bys + Us)) +ya + Ua

_ Y5 +Us1 1 r 3 .
do=Fal( x+r 3 <y3+U3 +y4+U4> (1+r)
( (ya + Us)(3(ys + Us)) )7(7y5+U51 T 67T)(y4+U4))
(x+7r)Bys+Usz))+ys+Us X+7r 3ys+ Uy X+

¢>bls ys +Us 1 (y2—02—7"b2 Y3 — ¢4 — b3 y4—7“b4)
x+r 3 Y2 + u2 ys +Us ya + Uy
—(1+7)(b3+0Us+pa+1rb3 —y3) +ys+ (1 —0)((1 —6)kz + (1 +60)Us) + Us
:y5+U5}(y2762*7’b2+y3*¢>4*7"b3+y4*T(b3+9U3+i3+03+T53*y3))
x+r 3 y2 + u2 ys +Us ya +Us
—(147)(b3 + 0U3 + ¢pa +1b3 — y3) +ya + (1 — 6)((1 — d)ks + (1 + 0)Usz) + Us
:y5+U51(y2—02—7"b2+y3—¢4—7“b3+y4—T(b3+9U3+i3+i3¢3+¢4+7‘b3—y3))
x+r 3 y2 + u2 y3 + Us ya +Us
—(147)(b3 +0Us + ¢4 +7b3 —y3) +ya + (1 —6)((1 — ks + (1 +0)Us) + Uy

¢8:y5+U5}(y2762*1"bz+y3*¢>4*7"b3+y4*T(b3+9U3+¢4+7‘b3*y3))
x+r 3 Y2 + u2 y3 + U3 ya + Uy
—(1+7)(b3 +0Us + ¢pa + b3 —y3) + ya + (1 — 6)((1 — 6)ks + (L + 0)Us) + Uy
+Us 1 E 1+
bre——r— 5 57< ¢3 . ¢3)_(1+T)¢3
x+r 3\ys+Us ya + Us

a1 B Y5+ Us1 1 T _ )
$o=H(1 - )1 a)(< xX+r 3(y3+U3+y4+U4) (1+T))

(s ) - () (322

+7r 3ya+Us

y5+U51y47rb4)

bis
== 8)(1 = 8k + (1 +0)Us) + (1= 0) (a6 +00 + LIT2 2 U

—a(1=8)((1 = 8)ks + (14 60)Usz) — (6 + a)Us) + (1 4 6)Uy
ys + Us 1y4—r(b3+9U3+i3+03+rb3 —y3)
=(1=68)((1—=08)ks+ (1+0)Us)+ ((1 —«) (¢4¢1 + 2 + i 3 i 1 Us )
—a(l = 8)((1 = 8)ks + (14 0)Us) — (8 + a)Us) + (1 + 0)Us
ys + Us 1 ys — r(bz + 0Us + i3 + i3¢3 + ¢4 + 103 — y3)
—(1— 8)((1— &)ks + (1 +O)Us) + (1 - a) (¢4¢1 R s Bt )
—a(1=6)((1 —8)ks + (1 +0)Us) — (0 + a)Us) + (1 +60)Us

U, — (b3 + 0U: b3 —
(1= 3)((1 = )k (1 U + (1= ) (a6 + g 4 L0 I T 0TI G0t 0 —00)

—a(1—8)((1 - 8)ks + (1 +6)Us) — (8 + a)Us) + (1 + 0)Us — izr(1 + ¢3)(1 — a) <y5 tUs 1) 1

x+7r 3/ ya+Uy
i B W ys + Us 1ya — (b3 + 0Us + ¢4 + rb3 — y3)
B =(1 = 8)(1 = 8)ks + (1+0)0s) + (1 = ) (an + 00 + 22 s )
—a(1=6)((1 = 6)ks + (1 +0)Us) — (0 + a)Us) + (1 +60)Us
=(1- -« -« —r -« ys +Us 1 !
B10=(1 = 8)(1 = ) + (1= )(6o + dan) (1 +60)(1 —e) (L2}
1o (¥ + Uy
d12=(1 ~ ) ( x+r )
¢13=(1 —6)ks + (1 +0)Us
?5 n o6 _ b9 12
i3¢3 + P4 izPpr + P8 izdro + P11 i3 + P13
@5 (isdp7 + Ps) + Pe(izps + Pa) _ 7¢9(i3 + ¢13) — d12(isd10 + P11) (24)
(i3¢3 + Pa)(izd7 + Ps) (izd10 + ¢11) (i3 + P13) '

Dalsze przeksztalcenia réwnania (24) doprowadzily do uzyskania réwnania szesciennego.
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(¢5(i3d7 + P8) + P6(izps + @4)) ((i3d10 + P11) (33 + P13))
+ (Po (i3 + ¢13) — P12(i3d10 + P11)) ((i3¢3 + ¢a)(izpr + ¢)) =0

(ia(¢sd7 + Gsdbe) + dsds + dace) (310 + is(dr0¢13 + d11) + dr1dhs) +
+ (i3(¢p9 — P10¢12) + D913 — P11012) (i§¢3¢7 + 13(Psps + Pacp7) + ¢4¢8) =0

i5(Pr0(ds 7 + 3d6) + P3dr(do — Progi2))+
Zg( 10(P508 + Paps) + (P57 + P36) (P10P13 + Gd11) + P3d7(Pod13 — Pr1¢12) + (P9 — Pr0P12) (P3¢ps + Pacd7))+
13((Ps07 + P36)P11P13 + (D10P13 + d11) (P58 + Paps) + (P9 — Pr0P12)Pads + (P3ds + Pad7)(Pod13 — P11¢12))+

(p5ds + Pache) 11013 + (Pod13 — d110P12)Padds
=0 (25)

ai® + bi® + ci +d = 0.

Istnieja trzy mozliwe rozwigzania rownania sze$ciennego:

1
i*—< V3i 1) <\/27a2d2—|—(4b3—18abc)d—|—4ac3—b262 27a2d—9abc+2b3>3
= - _

2 2 2.35 g2 54 a3
(\/2gz —%) (3ac—b?) b
942 V2702 d24+(463—18abc)d+4ac3—b2c®  97,2d-9abet2b3 3 3a
a 233 2 - 54a3
. a
lub
1
» V3i 1\ [(27a?d?> + (463 —18abe) d+4ac® —b>c2  27a’d—9abe+2b%\°
i3 = = . -
3 2 2 9.3% 42 54 a3
(_\/231'_%) (3ac—b?) b
942 \/27a2d2+(4b3718abc)d+4a637b202 27a2d—9abct+2b3 % 3a
a 23% 2 - 540/3
32 a
lub
1
. V27a2d? + (403 —18abc) d+4ac® —b2c2  27a’d—9abe+2b%\3
ia = _
’ 2.32 a2 54 a3
3ac—b? b
— T3, (26)
942 \/27(12d2+(4b3718abc)d+4a037b202 27a2d—9abet+2b3 \ 2 a
a 933 o2 - 5443

C Rozwigzanie dla trzeciego roku

C.1 Przykladowe rozwigzanie metoda analityczng
Kod R stuzacy do znalezienia rozwigzan dla trzeciego i czwartego roku rozpoczyna sie od zala-

dowania bibliotek opisanych w czesci A aneksu. Nastepnie deklarowane sg wartosci parametrow
i startowych pozioméw zmiennych.

library (nleqslv)
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library (optimx)

#Deklaracje wartosci parametrow i startowych poziomow zmiennych#

alpha<—0.4
beta<—0.1
gamma<—0.044
delta<—0.059
theta<—0.62
r<—0.039
chi<—-0.2
yl<-1

bl<—0.32x*yl
b2<—0.32%y2
b3<—0.32x%y3
cl<—=0.9%yl
c2<—0.9%y2
k3<—2.06*y4
upsilon<—0.25

ul<—upsilonx*yl
Ul<—upsilonx*yl
u2<—upsilonx*y2
U2<—upsilon*xy2
ud<—upsilonx*y3
U3<—upsilonx*xy3
ud<—upsilon=xy4
Ud<—upsilonxy4
ub<—upsilonx*xyb
Ubs<—upsilon*yb

Ponizej znajduja sie réwnania na pomocnicze zmienne ¢;, ktére sa uzywane do zdefiniowania
wspolezynnikéw réownania szesciennego (patrz 25).

LLL L)AL L L)L AL L L L L) 1L L) L LA LL AL L

# Rozwigzanie metodeg Karusha—Kuhna—Tuckera #

phi0<—(—1-r)
phil<—(—(y54+ud)/ ((chi+r)*3*(y34+u3)) —(1+r))
phi2<—((y5+u5)/(chi4r) /3% ((y2—c2—r*b2)/(y2+u2) + (y3—r*b3)/(y3+ud)) —
(1471)*(b3+ thetaxu3+r*b3—y3) + y4)
phi3<—((—3* (y3+u3)«(chitr)/(143% (y3+ud)*(chi+r)/(yd4+ud))/(yd+ud))
phid<—
—3% (y34+u3) /(143 (y3+u3)*(chit+r)/(y4+ud))
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% (((chit+r)*(b3+ thetaxu3 + r«b3 — y3))/(yd+ud)
— 1/3%((yl—cl—rxbl)/(yl4ul) + (y2—c2—rx*b2)/(y2+u2)) —
| 1/3%(y3—r%b3)/(y3+u3d))

phib<—(alphax (((y44+ud)=*(3%(y3+u3d)))/((chitr)=*(3*(y3+u3))+yd+ud)))
phi6<—(alphaxbetax

((((=(yb5+ub)/(chitr)/3x(1/(y3+u3

(I41))* (((yd+ud)* (3 (y3+u3))) /

) + 1/ (yd+ud))) —
((chidr)x

(3% (y34+u3))+yd+ud))) —
(—(y54+ub)/(chi+r)/3*(r/(y4+ud)) —delta — r)x
((y4+ud)/(chitr))))
phi3/(y3+u3) +

)) — (14r)*phi3)

phi7<—((—delta—r) — ((y5+ub)/(chi+r)/3x*(
r*x(14+phi3)/(y4+U4)
phi8<—(
((y5+u5)/(chit+r)/3)
* ((y3—phid—r*b3)/(y3+u3)+((y2—c2—rxb2)/(y24+u2))+
((y4 — r+(b3 + thetasu3 + phi4d + rxb3 — y3))/(y4+ud)))
—(((14r)*(b3+thetaxu3 + phid + rxb3 — y3)))
+(y4 + (1—delta)x((1—delta)*k3 + (1+theta)*u3) + ud)
)
phid<—(
betax(l—alpha)*(1—alpha)*(((—(y5+u5)/(chit+r)/3x(
r/(y4+ud))—(1+1))) * (((y4+ud)*(3*(y3+u3)))/
((chitr)x(3x(y3+u3d))+yd+ud)) —
(—(yb5+ub)/(chitr)/3%(r/(yd4+ud)) —delta—r)=*((yd+ud)/(chitr)))

1/(y34+u3) +

)
phil0<—((1—delta)*(l1—alpha)) + (1—alpha)*(phi0 + phi3xphil) —
r*x(1+phi3)*(1—alpha)* ((y5+ub)/(chit+r)/3)/(yd+ud)
phill<—(

(1—delta)*((1—delta)xk3 + (1+theta)*u3)

+((1—alpha)x(phid*phil + phi2 + (y5+ub)x*

(yd—1r* (b3 + thetaxu3 + phid +rxb3 — y3))/(chitr)/3/(yd+ud))
— alphax(l—delta)*((1—delta)xk3 +
(1+theta)*u3) — (thetatalpha)xu4)

+ (14+theta)*u4d
)
phil2<—((1—alpha)x*((y4+ud)/(chi+r)))
phil3<—((1—delta)*k3 + (1+theta)*u3)

par_a<—(
(phib*phi74+phi3*phi6)*phil0 +
(phi9 — philO*phil2)«phi3*phi7
)

par_b<—(

(phib*phi8 4+ phid*phi6)xphil0 +
(phi5*phi7+phi3«phi6)* (philO+phil3 + phill) +
(phi9*phil3 — phill+phil2)*phi3*phi7 +
(phi9 — philOxphil2)*(phi3*phi8 + phid*phiT7)

)
par_c<—(
(phib*phi8 + phi4dxphi6)*(philOxphil3 + phill) +
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(phi9*phil3 — phillxphil2)*(phi3*xphi8 + phid*xphi7) +
(phi9 — philOxphil2)*phid+xphi8 +
(phib*phi74+phi3*phi6 )*xphillxphil3
)
par_d<—(
(phi5*phi8 4+ phid*phi6)*phill*xphil3 +
(phi9*phil3 — phillxphil2)*phid*xphi8
)

Dwa pierwsze rozwiazania sg nieprawidtowe. Wydatki inwestycyjne nie moga bowiem by¢ ujemne.
Warto zauwazy¢, ze czedé ponizszych obliczenn wymagato rachunkdéw na liczbach zespolonych.

# Rozwigzania niedopuszczalne #

szesciennel<—function (a,b,c,d){
f<—(3xaxc — b72)
h<—as.complex (as.complex (27« (a"2)*(d"2) + (4%(b"3) —
(18+axbxc))*d + (4dxax(c”3)) — (b"2 % ¢~2))"(1/2))
i<—(2%37(3/2))*a"2
j<—2Tx(a"2)xd — (9xaxbxc) + 2x(b"3)

k<—54xa"3

g<—(9%a"2)x ((h/i — j/K)"(1/3))

l<—complex (imaginary =—(370.5)/2, real = —1/2)
m<—complex (imaginary =+(370.5)/2, real = —1/2)

e<—as.complex (h/i — j/k)
\ return(lxe” (1/3) — (mxf)/g —b/(3xa))

x<—szesciennel (par_a, par_b, par_c, par_d)
X

[1] —5.452163—01i

szescienne2<—function (a,b,c,d){
f<—(3xa*xc — b~ 2)
h<—as.complex (as.complex (27« (a"2)*(d"2) + (4x(b"3) —
(18xaxbxc))*d + (4dxax(c"3)) — (b72 % ¢72))"(1/2))
i<—(2%37(3/2))xa"2
j<—2T7x(a"2)*d — (9xaxbxc) + 2x(b"3)

k<—b4xa"3

a<—(95a"2) % ((b/1 — §/%)"(1/3))

l<—complex (imaginary =—(370.5)/2, real = —1/2)
n<—complex (imaginary =+(370.5)/2, real = —1/2)

e<—as.complex(h/i — j/k)
\ return (mxe (1/3) — (1xf)/g —b/(3xa))

x<—szescienne2 (par_a, par_b, par_c, par_d)
X
[1] —5.839818+01
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Rozwiazanie dopuszczalne i optymalne wyniosto 0,512.

# Rozwigzanie dopuszczalne #

szescienne3<—function (a,b,c,d){
h<—as.complex (as.complex (27« (a"2)%(d"2) + (4%(b"3) —
(18xaxbxc))*d + (4xax(c"3)) — (b72 % ¢72))"(1/2))
i<—(2%37(3/2))*a"2
j<—2T7x(a"2)*d — (9xaxbxc) + 2x(b"3)
k<—b54xa"3
e<—as.complex (h/i — j/k)
f<—(3xaxc — b"2)
g—(9%a"2)x ((h/i — j/K)"(1/3))
} return( e (1/3) — f/g — b/(3*a) )

x<—szescienne3 (par_a, par_b, par_c, par_d)
X
[1] 0.5118041+01i

i3<—as.numeric (x)
u3<-U3
ud<-U4

Znajac i3, uz = Us, uj = Uy oraz zakladajac napiety warunek IWZ, mozna przystapi¢ do obli-
czania cj, a nastepnie cj, k3, ki i7}.

rozw_c<—function (rozw2){
return( ((y44+ud)/(chi+r)/
3% ((yl—cl—rxbl)/(yl4+ul) + (y2—c2—rx*b2)/(y2+u2) +
(y3—rozw2—r*b3)/(y3+u3d)))
— b3 — (14+theta)*u3 — i3 — r+b3 + u3 + y3 — rozw2)

}

c3<—c(nleqslv(c(0.5), rozw_c)8x)
z3<—(1+theta)*u3 + i3 + ¢3 + r*xb3 — u3 — y3
b4<—b3+z3

cd<—(
(((alphax(y5+ub)/(chitr)*1/3)
J/(1+ 1/3%((yb+ub)/(chi+r))/(yd+ud)))
*(y3—c3 — r*b3)/(y3+u3))
+(((alphax(y5+ub)/(chitr)*1/3)
/(1+ 1/3%((y5+ub)/(chitr))/(yd+ud)))
*(((y2—c2 — rxb2)/(y24u2))+
((y4 — r+(b3 4+ theta*xud + i3 + ¢3 + r*b3 — y3))/(y4+ud))))
—(alpha*((14+r)*(b3+theta*u3d + ¢3 + i3 + r*b3 — y3))
/(1+ 173+ ((y5+u5)/ (chitr)) / (vi+ud)))
+(alphax(y4 + (1—delta)*((1—delta)xk3 + (1+theta)*u3d + i3) + ud)
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| /(1+ 1/3%((yb+ub)/(chitr))/(yd+ud)))

k4<—(1—delta)*k3+(1+theta)*u3+i3
k5<—(
(1—alpha)x(1—delta)*((1—delta)*k3 + (14+theta)su3d + i3)
+ (1—alpha)*ud +
(1—alpha ) ((y5+ub)/(chitr) /3% ((y2—c2—r%b2)/(y2+u2) +
(y3— ¢3—rx*b3)/(y3+u3) + (y4 —rxbd)/(yd+ud))
- (14r)*(b3+ thetaxu3 + i3 + c¢3 + r*xb3 — y3) + y4)

)
id<—k5—(1—delta )xkd—(1+theta)*ud

Dla pewnosci warto sprawdzi¢, czy rozwiazanie optymalne 43 jest miejscem zerowym réwnania
szeéciennego, a takze miejscem zerowym warunkéw I rzedu.

#  Sprawdzenie #

phi5/(i3xphi3 + phid) + phi6/(i3*phi7 + phi8) +
phi9/(i3#phil0 + phill) — phil2/(i3 + phil3)
(1] —2.220446e—16

# Sprawdzenie z warunkami I rzedu #

77777777777 7777777777 777777777777 77777777 777777777777 7777777777 777777777777 777777777777

lewa<—(
+(alpha/c3)
+(alphaxbetax
/(((—(y5+u5)/(chi+r)/3*(1/(y3+u3) + r/(y44+ud))) — (14r))
((yd54ubd)/(chi+r)/3)
x ((y3—c3—1%b3)/(y3+u3d)+((y2—c2—r*b2)/(y2+u2))+((y4—r*bd)/(yd+ud)))
—(((1+1)*(b3+thetaxu3 + c3 + i3 + r*b3 — y3)))
+(y4 + (1—delta)*((1—delta)*k3 + (1+theta)*ud + i3) + ud)
)
)
+betax(l—alpha)x(1—alpha)*(—(y5+ub5)/(chit+r)/3%((1/(y3+u3)) +
§r/(y4+u4)))—(1+r))/k5

prawa<—(
+(1—alpha) /k4
—/l—((beta*alpha*(—(y5+u5)/(chi—l—r)/3*(r/(y4—|—u4)) —delta — 1))
((y54ub)/(chi+r)/3)
* ((y3—c3—1xb3)/(y34+ud)+((y2—c2—r*b2)/(y2+u2))+((y4—r=*bd)/(yd+ud)))
—(((14r)*(b3+thetaxu3 + ¢3 + i3 + rxb3 — y3)))
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+(y4 + (1—delta)*((1—delta)*k3 + (1+theta)*ud + i3) + u4)

)
+betax(l—alpha)*(l—alpha)(—(y5+ub)/(chi+r)/3*(r/(yd4+ud)) —delta —r)/k5

)
pomo<—(
—lewa/((chit+r)/(yd4+ud) + 1/(3*(y3+u3d)))
| +prawa/ ((chitr)/(yd+ud))
pomo

[1] —1.073213e—10

Oba testy sprawdzajace przyniosty pozytywne wyniki. Zdefiniowanie funkcji uzytecznosci po-
zwala na ocene iloSciowa rozwiazania uzyskanego metoda analityczna, ale przede wszystkim jest
niezbednym elementem metody numerycznej.

L
77777777 777777777, 77777777777 7777 777777 777777777777 777777 777777777777 77777777 77777777

# Deklaracja funkcji uzyteczno$ci #

LLL L AL L L)L L L[ 1L L) L LA LL AL L L L

uzyt<—function (p){
c3<—p[1]
u3<—p 2]
i3<—p[3]

z3<—(1+theta)*ud + i3 + ¢3 + r*b3 — u3 — y3
b4<—b3+z3
k4<—(1—delta)*k3+(1+theta )*u3+i3

ud<-U4
cd<—(

(((alphax(yb54+ub)/(chi+r)=1/3)

/(14+ 1/3%((y5+udb)/(chi+r))/(y4+ud)))

% (y3—c3 — r*b3)/(y3+u3))

+(((alphax(y54+ub)/(chi+r)=1/3)

J(1+ 1/3%((y5u5) / (chitr))/ (yd+ud)))
*(((y2—c2 — r*b2)/(y2+4u2))+((y4 — rxbd)/(yd4+ud))))

—(alphax((141)*b4)

J(1+ 1/3% ((y5+u5) / (chitr)) / (yd+ud)))
+(alpha*x(y4 + (1—delta)xkd + ud)
[ 13 (BB (chit)) (b))
kb5<—(

(1—alpha)x(1—delta)*((1—delta)«k3 + (1+theta)*ud + i3) +
(1—alpha)xud + (1—alpha)x((y5+ub)/(chit+r)/3%
((y2—c2—rxb2)/(y24u2) +
(y3— ¢3—r«*b3)/(y3+u3) + (y4 —rxbd)/(yd+ud))

— (I4r)*(b3+ thetaxu3 + i3 + ¢3 + r*b3 — y3) + y4)

)
id<-kb5—(1—delta)xkd—(1+theta)*ud
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kara<—0xc(1:6)

kara [1]<—(c3<0)%9999 + (c4<0)*9999

kara [2]<—(i3 <0)%9999 + (i4 <0)%9999

kara [3]<—(u3<0)%9999 + (u3>U3)%9999

kara [4]<—((c34r*b3)>y3)*9999

kara [5]<—(((chitr)*bd)/(yd4+ud) > 1/3%((yl—cl—rxbl)/(yl4+ul) +

(y2—c2—r*b2)/(y2+u2) + (y3—c3—-rxb3)/(y34+ud)))*9999
kara [6]<—((c4+r*bd)>y4)%x9999
return(— (— abs (sum(kara)swhich.max(abs(c(c3,c4,u3,i3,id))))
+ alphaxlog(c3) + (1—alpha)xlog(k4) + betaxalphaxlog(c4)
+ betax(l—alpha)xlog(k5)))
}

# Podsumowanie rozwigzanta z réwnania szesciennego #

> cat(c3, u3, i3)

0.7702622 0.272484 0.5118041
> cat(cd, ud, i4)

0.9416474 0.2844733 0.1231468
> uzyt(c(c3,u3,i3))

[1] —0.6400487

C.2 Przykladowe rozwigzanie metoda numeryczng

Po rozwigzaniu zadania metodg analityczna, mozna przejé¢ do poszukiwania rozwigzan opty-
malnych metoda numeryczna (metodami iteracyjnymi).

# Rozwigzanie metodami iteracyjnymi #

metody<—c ( "BFGS", "CG", "Nelder—Mead"', "L-BFGS-B"', "nlm",
"nlminb", "spg"', "ucminf', "newuoa", "bobyqa'", "nmkb", "hjkb")

uz<—0xc(1:12)

roz<—function (rozw){
wsp<—as . matrix (coef (optimx (rozw, uzyt, method=metody)))
uz<—apply (wsp, 1, uzyt)
rozw2<—wsp [which . min (uz) ,|
print (summary (optimx (rozw, uzyt, method=metody)))
return(as.vector (rozw2))

}

konw<—function (rozw){
maks<—uzyt (rozw)
rozw2<—rozw
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zatrzymaj<—0
while (zatrzymaj==0){
rozw2<—roz (rozw2)
if ((uzyt(rozw2) — maks)>—0.0001){
zatrzymaj<—1
print (summary (optimx (rozw2, uzyt, method=metody)))

maks<—uzyt (rozw?2)

return(roz(rozw2))

}
}
}
p<—0xc (1:3)
rozw<—c (0.6,

p<—konw (rozw )

BFGS

CG
Nelder —Mead
L-BFGS-B
nlm
nlminb
Spg
ucminf
newuoa
bobyqa
nmkb
hjkb

BFGS

CG
Nelder —Mead
L-BFGS-B
nlm
nlminb
Spg
ucminf
newuoa
bobyqa
nmkb
hjkb

BFGS

CG
Nelder—Mead
L-BFGS-B
nlm

nlminb

DO DO DD DODDODOD OO O OO

OO OO OO oo oo oo oo

oo oo oo

0.1, 0.1)

pl

.7893635
.8445378
8778351
.8272034
.8528296
.8380437
.8579274
.8430340
.9281488
.9062702
7706357
.6000000

pl

7706357
7706357
7706362
7706357
7706357
.7706359
.7706359
7706357
7706357
7706354
7706357
7706357

pl

.7706359
.7706359
.7706359
.7706359
.7706359
.7706359

DO OO DODDODO OO O oo

OO OO OO OO oo oo

oo oo oo

p2

2717942
.2723592
.2724840
.2505469
.2724831
.2724840
.2724840
.2724839
.2295716
2349570
.2724815
.1000000

p2

.2724815
.2724815
.2724815
.2724815
.2724815
.2724817
.2724817
.2724815
.2724818
.2724819
.2724815
.2724815

p2

.2724817
.2724817
.2724817
.2724817
.2724817
.2724817

OO OO OO OO OO oo

(=l elalalBoeoloBololeolele)

OO oo oo

p3

.2005781
.2040818
.2475980
.1914889
.3089528
.2038965
.2047116
.3330707
.1576467
.2080398
.5108883
.1000000

p3

.5108883
.5108883
.5108881
.5108883
.5108883
.5108884
.5108884
.5108883
.5108882
.5108889
.5108883
.5108883

p3

.5108884
.5108884
.5108884
.5108884
.5108884
.5108884

79

value fevals

—0.5853439 72
—0.6107976 85
—0.6340233 238
—0.5926036 48
—0.6364645 NA
—0.6080164 81
—0.6166466 170
—0.6372671 79
—0.6184747 148
—0.6232044 87
—0.6400481 240
—0.3946349 1

value fevals

—0.6400481 34
—0.6400481 34
—0.6400483 149
—0.6400481 21
—0.6400481 NA
—0.6400483 54
—0.6400483 50
—0.6400481 1
—0.6400482 49
—0.6400482 32
—0.6400481 174
—0.6400481 1

value fevals

—0.6400483 35
—0.6400483 35
—0.6400483 218
—0.6400483 21
—0.6400483 NA
—0.6400483 46



spg 0.7706359 0.2724817 0.5108884 —0.6400483 1
ucminf 0.7706359 0.2724817 0.5108884 —0.6400483 1
newuoa 0.7706359 0.2724817 0.5108884 —0.6400483 48
bobyqa 0.7706359 0.2724817 0.5108884 —0.6400483 30
nmkb 0.7706359 0.2724817 0.5108884 —0.6400483 175
hjkb 0.7706359 0.2724817 0.5108884 —0.6400483 1
p[l]—>c3

p[2]—>u3

p[3]—>1i3

ud<-U4

cd<—(

(((alphax(yb54+ub)/(chi+r)=1/3)
/(14 1/3%((y5+u5)/(chitr))/(y4+ud)))

*(y3—c3 — r«*b3)/(y3+ul))
+(((alphax(yb54+ub)/(chi+r)=*1/3)
J(1+ 1/3%((y5u5)/ (chitr)) / (ya+ud)))
* (((y2—c2 — r*b2)/(y2+u2))+
((y4 — r+(b3 + thetaxu3 + i3 + c3 + r*b3 — y3))/(y4+ud))))
—(alphax*((14r)*(b3+theta*u3 + ¢3 + i3 + r«b3 — y3))
J/(1+ 1/3%((yb+ub)/(chi+r))/(yd+ud)))
+(alpha*(y4 + (1—delta)x((1—delta)*k3 + (1+theta)*u3 + i3) + ud)
O /B (ebien))  (s4)))

k4<—(1—delta)*k3+(1+theta)*u3+i3
k5<—(
(1—alpha)x(1—delta)x((1—delta)«k3 + (1+theta)*ud + i3) +
(1—alpha)*u4 4+ (1—alpha)=((y5+ub)/(chi+r)/3%
((y2—c2—rxb2)/(y24+u2) + (y3— c3—r*b3)/(y3+u3d) + (y4 —rxbd)/(yd+ud))
— (14r)*(b34+ thetaxud + i3 + ¢3 + r*b3 — y3) + y4)
)

id<—kb—(1—delta)xk4d—(1+theta)*ud
z3<—(1l+theta)*ud + i3 + c3 + r*b3 — u3 — y3
b4<—b3+z3

# Sprawdzenie z warunkami I rzedu #

lew<—(
+(alpha/c3)
+(alphaxbetax
((—(y5+ud)/(chi+r) /3% (1/(y34ud)+r/(y4+ud))) — (1+r))

((yb5+ub)/(chitr

)/3)
% ((y3—c3—r=*b3)/(y

3+u3)+ ((y2—c2—r*b2)/(y2+u2))+
((yd=r+bd)/(yd+ud)))

—(((1+1)*(b3+thetaxud + c3 + i3 + r*b3 — y3)))

+ (1—delta)*((1—delta)*k3 + (1+theta)*ud + i3) + u4d)
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)
+betax(l—alpha)x(1—alpha)*(—(y5+ub)/(chitr)/3%((1/(y3+u3d))+
| (r/(y44ud)))—(1+r))/k5

praw<—(
+(1—alpha) /k4
7((beta>f<alpha>k((y5+u5)/(chi+r)/3*(r/(y4+u4)) —delta — 1))
((y54ub)/(chi+r)/3)
* ((y3—c3—1rxb3)/(y34+u3)+((y2—c2—r*b2)/(y2+u2))+((y4—r*bd)/(yd+ud)))
—(((I41)*(b3+thetaxud + c¢3 + i3 + r*b3 — y3)))
+(y4 + (1—delta)*((1—delta)*k3 + (1+theta)*ud + i3) + u4)
)
+betax(l—alpha)x(1—alpha)*(—(y5+ub)/(chit+r)/3x(r/(y4+ud)) —delta —r)/k5
)

spr<—(
—lew/((chitr)/
+praw/ ((chi+r)

)

spr

[1] 0.0009746467

(yd+ud) + 1/(3x(y34+u3)))
/(y4+ud))

# Podsumowanie rozwigzania metodami iteracyjnymi #

> cat(c3, u3, i3)

0.7706359 0.2724817 0.5108884
> cat(cd, ud, i4)

0.9415111 0.2844733 0.1234912
> uzyt(c(c3,u3,id))

(1] —0.6400483

Warto$é funkeji uzytecznosci rézni sig¢ nieznacznie, tylko na siéddmym miejscu po przecinku. Jed-
nak nie oznacza to, ze metoda numeryczna jest zawsze tak skuteczna. W zaleznosci od okreslo-
nych parametréw i wartosci startowych, réznice moga by¢ duzo wieksze (patrz czesé A aneksu).

C.3 Przykladowe rozwigzanie za pomoca warunkow I rzedu

Ostatnim etapem jest zastosowanie metody opierajacej si¢ na warunkach I rzedu. Polega na zna-
lezieniu ich miejsc zerowych za pomoca pakietu optimx. Wynik okazal si¢ taki sam jak w przy-
padku metody analityczne;j.

# Rozwigzanie bazujgce na warunkach I rzedu #

e 77777

81



spr3<—function (pomoc){
c3<—pomoc
u3<-U3
ud<-U4
bd<—(y44ud)/(chi+r) /3% ((yl—cl—rx*bl)/(yl4ul) +
(y2—c2—r=*b2)/(y24+u2) + (y3—c3—r*b3)/(y3+u3d))
z3<—b4-b3
i3<— 2z3 — (14+theta)*u3 — ¢3 — rxb3 + u3 + y3
cd<—(
(((alpha*(yb+ub)/(chit+r)*1/3)
/(1+ 1/3%((y5+ub)/(chitr))/(yd+ud)))
*(y3—c3 — r=*b3)/(y34+u3))
+(((alphax(y54+ub)/(chi+r)*1/3)
J(1+ 1/3%((yb5+ub)/(chitr))/(yd4+ud)))
* (((y2—c2 — rxb2)/(y24u2))+
((y4 — r+(b3 + thetaxu3 + i3 + ¢3 + r*b3 — y3))/(y4+ud))))
—(alphax*((14r)*(b3+thetaxud + ¢3 + i3 + rxb3 — y3))
J(1+ 1/3%((y5+u5)/ (chitr)) / (y4+ud)))
+(alphax(y4 + (1—delta)*((1—delta)*xk3 + (1+theta)*ud + i3) + ud)
[ 18 (4B (chit)) (k)

kd<—(1—delta)*k3+(1+theta)*u3+i3
k5<—(

(1—alpha)x(1—delta)x((1—delta)*k3 + (1+theta)*u3 + i3) +
(1—alpha)xu4 + (1—alpha)=((yb5+ub)/(chi+r)/3x
((y2—c2—rxb2)/(y2+u2) +
(y3— ¢3—rx*b3)/(y3+u3) + (y4 —rxbd)/(yd+ud))

— (14r)*(b3+ thetaxud + i3 + ¢3 + r*b3 — y3) + y4)

)
id<—k5—(1—delta)xkd—(1+theta)xud

lewa<—(
+(alpha/c3)
+(alphaxbetax
/(((—(y5+u5)/(chi+r)/3*(1/(y3+u3)—|—r/(y4+u4))) — (1+4r))
((y5+ub)/(chi+r)/3)
% ((y3—c3—rxb3)/(y34+u3)+((y2—c2—r*b2)/(y2+u2))+
((yd—rxbd)/(yd+ud)))
—(((1+r)*(b3+theta*xu3 + ¢3 + i3 4+ r*b3 — y3)))

+(y4 + (1—delta)*((1—delta)*k3 + (1+theta)*ud + i3) + u4)

+betax(l—alpha)x(1—alpha)*(—(y5+ub5)/(chitr)/3x
| ((1/(y3+u3))+(r/(y4+ud))) —(141)) /k5

prawa<—(
+(1—alpha) /k4
—/}—((beta*alpha*(—(y5+u5)/(chi—|—r)/3>|<(r/(y4—|—u4)) —delta — 1))
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((yb+ub)/(chi+r

)/3)
* ((y3—c3—rx*b3)/(y

3+uld)+((y2—c2—rxb2)/(y24u2))+
((ya=rsbd) /(yd+ud)))
—(((14r)*(b3+thetaxu3 + ¢3 + i3 + r*b3 — y3)))
+(y4 + (1—delta)*((1—delta)*k3 + (1+theta)*u3 + i3) + ud)
)
+betax(l—alpha)x(1—alpha)*(—(y5+ub)/(chitr)/3x
(r/(y44+ud)) —delta —r)/kb

)
pomo<— (

—lewa/((chi+r)/(y4+ud) + 1/(3%(y3+u3)))
| +prawa/ ((chi+r)/(y4+ud))
return (¢ (pomo))

}

rozw<[]c(nleqs[ﬁv(c(0.5), spr3)$x)

rozw | | <—Tozw
bd<—(y4+ud)/(chi+r) /3% ((yl—cl—r*bl)/(yl+ul) +
(y2—c2—r#*b2)/(y24+u2) + (y3—rozw—rxb3)/(y3+u3))

z3<—b4-b3
i3<—( 23 — (14+theta)*u3 — rozw — r*b3 + u3 + y3)
p<—c (rozw —0.000001, u3, i3)

c3<—p|[1]
u3<—p[2]
i3<—p[3]

ud<-U4
cd<—(
(((alphax(y5+ub)/(chit+r)*1/3)
/(14 1/3%((y5+ub)/(chi+r))/(y44ud)))
*(y3—c3 — r*b3)/(y3+u3))
+(((alphax(y5+ub)/(chitr)*1/3)
/(1+ 1/3%((y5+ub)/(chitr))/(yd+ud)))
* (((y2—c2 — r*b2)/(y2+u2))+
((y4 — r+(b3 + thetaxu3 + i3 + ¢3 + r*b3 — y3))/(y4+ud))))
—(alpha*((14+r)*(b3+theta*u3 + ¢3 + i3 + r*b3 — y3))
/(14 1/3%((yd+u5) / (chitr)) /(y4+ud)))
+(alphax*(y4 + (1—delta)*((1—delta)*k3 + (1+theta)*u3d + i3) + ud)
| /(1+ 1/3%((yb+ub)/(chitr))/(y4+ud)))

k4<—(1—delta)*k3+(1+theta)*u3+i3
k5<—(
(1—alpha)x(1—delta)*((1—delta)*k3 +
(I1+theta)*u3 + i3) + (1—alpha)*ud +
(1—alpha ) ((y5+ub)/(chitr) /3% ((y2—c2—r%b2)/(y2+u2) +
(y3— ¢3—rxb3)/(y3+u3) + (y4 —rxbd)/(yd+ud))
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— (I14+1)*(b3+ thetaxu3 + i3 + ¢3 + r*b3 — y3) + y4)

)
id<—k5—(1—delta )xkd—(1+theta )*ud

# Sprawdzenie #

lewa<—(
+(alpha/c3)
+(alphaxbetax
/(((—(y5+u5)/(chi+r)/3*(1/(y3—|—u3)+r/(y4+u4))) — (14r))
((y5+ub)/(chit+r)/3)
% ((y3—c3—1r*b3)/(y3+u3d)+((y2—c2—r*b2)/(y2+u2))+
((y4=r*bd)/(y4+ud)))

—(((14r)*(b3+theta*xud + c¢3 + i3 + r*b3 — y3)))
+(y4 + (1—delta)*((1—delta)*k3 + (1+theta)*ud + i3) + ud)

)
)
+betax(1—alpha)*(1—alpha)x(—(y5+ub)/(chit+r)/3x
| ((1/(y3+u3))+(r/(y4+ud)))—(1+r))/k5

prawa<—(
+(1—alpha) /k4
—/{—((beta*alpha*(—(y5—|—u5)/(chi+r)/3*(r/(y4—|—u4)) —delta — 1))
((yb5+ub)/(chitr)/3)
* ((y3—c3—r*b3)/(y3+u3d)+((y2—c2—rxb2)/(y2+u2))+
((y4=r*bd)/(y4+ud)))
—(((14r)*(b3+theta*xud + ¢3 + i3 + r*b3 — y3)))
+(y4 + (1—delta)*((1—delta)*k3 + (1+theta)*ud + i3) + u4)
)
+betax(l—alpha)x(1—alpha)*(—(y5+u5)/(chitr)/3x
(r/(y4+ud)) —delta —r)/k5
)
pomo<— (
—lewa/ ((chitr)/
+prawa/ ((chi+r)
pomo
[1] 1.55792e—-07

(y4+ud) + 1/(3%(y34+u3)))
/(y4+ud)))

# Podsumowanie rozwigzania z warunkow I rzedu #

> cat(c3, u3, i3)
0.7702612 0.2724817 0.5118063
> cat(cd, ud, i4)
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0.9416476 0.2844733 0.1231489
> uzyt(c(c3,u3,i3))
(1] —0.6400479

D Model o nieskonczonym horyzoncie czasowym

W tej czedci aneksu opisano model polityki finansowej JST, ktéry stanowi uproszcezenie gtéwnego
modelu omawianego w niniejszej pracy. Nie uwzglednia sie w nim zadluzenia ani finansowania
ze Srodkéw unijnych (inwestycje stanowia jeden agregat). Ponadto zaklada sie w nim te sama
postaé funkcji uzytecznosei, co w réwnaniu (1), ale o nieskoriczonym horyzoncie czasowym:

maxZBt (alney+ (1 — ) lnkiyr)
t=0

it =y
ye = (1 +7)ye—1
koot = (1— 8)ky + iy
Ve, ke > 0.

Nie bedziemy tu poszukiwaé pelnego rozwiazania tego modelu, a jedynie wyprowadzimy diu-
gookresowe zaleznosci, ktore beda pozyteczne w procesie kalibracji modelu czterookresowego
w rozdziale 4.1. W modelu takim w dlugim okresie optymalne wielkosci: ¢*, i* i k* stanowia
staly odsetek y, co oznacza wystepowanie $ciezki zréwnowazonego wzrostu: wszystkie wspo-
mniane zmienne rosng w dlugim okresie w tym samym tempie :

.k
k* = lim -t
t—00 yt
sk
. . ?
i* = lim -+
t—o00 yt
*
. ¢C 1t
= lim t=1-21
t—o0 Yy Yt

W dalszej czeéci aneksu pominigto oznaczenia *. Ani ¢;, ani i; nie moga rosnaé szybciej niz yy,
poniewaz ¢; < y; oraz iy < y;. Podobnie k; nie moze rosnaé szybciej niz v, poniewaz wiazatoby
sie to ze wzrostem i; szybszym niz . Nie byloby rowniez optymalne, gdyby tylko jedna zmienna
¢t lub k¢ rosta w tempie ~y, poniewaz wowczas ¢; + ¢ < y, czyli cze$¢ budzetu pozostawataby
niewykorzystana.

Mozna zaobserwowaé, ze w diugim okresie (t — 00):
ky(1+7) = kyir1 = ki1 = (1 = )k + 10 = (1 — 6)kys + iy
E(l+~v—-140)=1
. 1
h=— ‘. (27)

Y40 4+

Wartos¢ parametru § na potrzeby kalibracji mozna wiec uzyskaé¢ przy zalozeniu wartosci do-
myslnych parametréw modelu otrzymanych w podrozdziale 4.1: ¢ = 0,19 (lub, jezeli chcieé
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spelni¢ warunek c+i=1,to:i=1—-c=1-0,9=0,1), k = 2,06, v = 0,044 i korzystajac
z tego, ze réwnanie (27) mozna przeksztalcié¢ do postaci:

i
_ L 2
0=1 -7 (28)

mozna przyjaé, ze § = 343 — 0,044 = 0,048 (lub § = 2= — 0,0044 = 0,005). Jak zatem wida,
w zaleznosci od zalozonej wartoéci parametru ¢, d jest bliska wartosci oszacowanej w podroz-

dziale 4.1 lub bliska zeru.
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